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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время решение многих задач по расчету динамических нагрузок на строительные конструкции, тепловых потоков через стены дома и т.п. представляет собой довольно трудоемкий вычислительный процесс, и такие задачи могут быть решены только с помощью современных вычислительных машин. Умение пользоваться прикладными программными пакетами, знание основ численных методов и способность к реализации базовых численных алгоритмов являются необходимыми навыками современного выпускника технического ВУЗа.
Решение заданной проблемы содержит следующие основные этапы:

1. Физическая постановка задачи. На данном этапе описываются физические параметры задачи
2. Математическая постановка задачи. Выбор соответствующей математической модели, описывающей данную физическую задачу в математических терминах.
3. Выбор численного метода для реализации математической модели.
4. Реализация метода на каком-либо языке программирования или с помощью пакета решения прикладных задач (MathCad, MatLab, Excel).
5. Тестирование. Проведение тестовых расчетов и сравнение с точными решениями или данными эксперимента.
Простая математическая модель – это совокупность алгебраических формул, по которым явно вычисляются искомые величины. Однако чаще всего поведение параметров описывается сложными алгебраическими или дифференциальными уравнениями в частных производных. Найти решение этих сложных задач можно только с использованием современных быстродействующих ЭВМ.

Даже для того, чтобы воспользоваться стандартной, т.е. уже готовой программой, нужно иметь представление о существующих методах решения, их преимуществах, недостатках и особенностях использования.

Все методы решения уравнений можно разделить на два класса: точные и приближенные. В точных методах решение получают в виде формул за конечное число операций, однако их можно использовать только для решения уравнений специального вида. В общем случае задачу можно решить только приближенно. Приближенные методы позволяют получить решение в виде бесконечной последовательности, сходящейся к точному решению. 

Использование ЭВМ выдвигает дополнительные требования к алгоритму нахождения как точного, так и приближенного решения: он должен быть устойчивым, реализуемым и экономичным. Устойчивость означает, что малые погрешности, внесенные в процесс решения, не приводят к большим ошибкам в конечном результате. Погрешности возникают из-за неточного задания исходных данных (неустранимые ошибки), из-за округления чисел, которое всегда имеет место при расчетах на ЭВМ, а также связаны с точностью используемого метода. Реализуемость алгоритма означает, что решение может быть получено за допустимое время. При этом надо иметь в виду, что время нахождения приближенного решения зависит от точности, с которой мы хотим получить результат. На практике точность выбирают с учетом реализуемости алгоритма на той ЭВМ, которую предполагается использовать для вычислений. Экономичным называется алгоритм, который позволяет получить решение с заданной точностью за минимальное количество операций, и, следовательно, за минимальное расчетное время. 

В изучаемом курсе мы познакомимся с основными методами, используемыми для решения различных математических задач.

ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Постановка задачи

Дано нелинейное алгебраическое уравнение (НАУ) вида
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Нелинейность уравнения означает, что аргумент функции 
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 входит в функцию 
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 в некоторой степени или под знаком функции (тригонометрической, логарифмической и т.п.), и, следовательно, графиком этой функции не является прямая линия. Решить уравнение – это значит найти такое 
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. Значение 
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 называют корнем уравнения. На графике функции 
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 корню соответствует точка, в которой функция пересекает ось абсцисс. Нелинейное уравнение, в общем случае, может иметь несколько корней, как, например, на  рис. 1.1 корнями являются точки 
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Все методы решения нелинейных алгебраических уравнений вида (1.1) можно разделить на два класса. Это точные (аналитические) и приближенные (итерационные) методы. В точных методах корень уравнения находится при помощи некоторой алгебраической формулы. Примерами служат решения квадратных уравнений, некоторых видов тригонометрических, логарифмических, показательных уравнений и т.д., способы решения которых известны нам из школьного курса.
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На практике часто встречаются функции 
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 столь сложного вида, что процесс нахождения точного решения либо чрезвычайно затруднен, либо вовсе невозможен. В этом случае приходится прибегать к приближенным методам решения. В приближенных методах процесс нахождения решения (корней уравнения), вообще говоря, бесконечен. В этом случае решение ищется в виде бесконечной последовательности 
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, где 
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 – это индекс, указывающий на номер приближения или итерации. По определению предела, для любого сколь угодно малого 
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 найдется такое N, что при n>N, 
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. Члены последовательности 
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 называются последовательными приближениями к решению, или итерациями. Наперед заданное число 
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 называют точностью метода, а N – это количество итераций, которое необходимо выполнить, чтобы получить решение с точностью 
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.

Существует различные методы нахождения приближенного решения, т.е. способы построения последовательности итераций 
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, однако все они имеют общие этапы, представленные на рис. 1.2 в виде блок-схемы. 

Для выхода из итерационного процесса используют различные условия. Наиболее часто используется следующий критерий остановки итерационного процесса: 
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, т.е. процесс нахождения следующего приближения останавливается, когда разница между соседними итерациями становится малой. Также для окончания итерационного процесса используется условие (f(xn)(<(, где f(xn) есть невязка метода.
Прежде, чем использовать приближенный метод, уравнение необходимо исследовать на наличие корней и уточнить, где эти корни находятся, т.е. найти интервалы изоляции корней. Интервалом изоляции корня называется отрезок, на котором корень уравнения существует и единственный

Необходимое условие существования корня уравнения на отрезке [a,b]: Пусть 
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 непрерывна и 
[image: image24.wmf](

)

(

)

0

<

b

f

a

f

 (т.е. на концах интервала функция имеет разные знаки). Тогда внутри отрезка [a, b] существует хотя бы один корень уравнения (1.1).

Достаточное условие единственности корня на отрезке [a,b]: Корень будет единственным, если 
[image: image25.wmf](

)

(

)

0

<

b

f

a

f

 и производная функции 
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 не меняет знак на отрезке [a, b], т.е. 
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 является монотонной на отрезке от 
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 до 
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. В этом случае отрезок [a,b] будет интервалом изоляции.

Если уравнение имеет несколько корней, то для каждого из них нужно найти свой интервал изоляции.

Существуют различные способы исследования функции: аналитический, табличный, графический.

Аналитический способ состоит в исследовании поведения функции путем нахождении ее экстремумов, исследование ее поведения при 
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 и нахождение участков возрастания и убывания функции.

Графический способ – это построение графика функции 
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 и определение числа корней по количеству пересечений графика с осью 
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.

Табличный способ – это построение таблицы, состоящей из столбца аргумента 
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 и столбца значений функции 
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. О наличии корней свидетельствуют перемены знака функции. Чтобы не произошла потеря корней, шаг изменения аргумента должен быть достаточно мелким, а интервал изменения достаточно широким.

ПРИМЕР 1.1. Решить нелинейное алгебраическое уравнение 
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. Исследуем уравнение на интервалы изоляции корней аналитическим способом. Для этого найдем производную функции 
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. Далее определим экстремумы функции, где, как известно, производная принимает нулевое значение:

[image: image37.wmf]0

3

12

3

2

=

+

-

x

x



[image: image38.wmf]108

3

3

4

144

=

×

×

-

=

D



[image: image39.wmf]3

2

108

12

2

,

1

×

±

=

x

, откуда 
[image: image40.wmf]268

,

0

1

=

x

, 
[image: image41.wmf]732

,

3

2

=

x

.

Значения функции в экстремальных точках: 
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. Так как 
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. Кроме того, 
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. Следовательно, на интервале
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 функция возрастает от 
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 до 11,392; на интервале 
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[image: image54.wmf][

]

2

,

x

+¥

 возрастает до 
[image: image55.wmf]+¥

. Т.е. уравнение имеет три корня. Найдем интервалы изоляции для каждого из корней.

Рассмотрим для первого корня отрезок 
[image: image56.wmf][

]

1

,

2

-

-

. На левом конце отрезка функция принимает значение 
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. Так как внутри этого отрезка производная положительна, то функция является монотонно возрастающей, т.е. меняет знак только один раз. Следовательно, отрезок 
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 является интервалом изоляции первого корня. Рассмотрим для второго корня отрезок 
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, т.е. этот отрезок является интервалом изоляции второго корня.

Рассмотрим для третьего корня отрезок 
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, т.е. этот отрезок является интервалом изоляции третьего корня.

Табличный способ:

В интервале от -5 до 6 с шагом 1 вычислим значения функции. Результаты представим в виде таблицы: 
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	-5
	-4
	-3
	-2
	-1
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	f(x)
	-279
	-161
	-79
	-27
	1
	11
	9
	1
	-7
	-9
	1
	29


Из таблицы видно, что смена знака функции происходит три раза на интервалах 
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. Эти интервалы и можно выбрать в качестве интервалов изоляции корней.
Графический способ

Для нахождения интервалов изоляции графическим способом необходимо построить график функции и выбрать те отрезки, в пределах которых график пересекает ось 
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 только один раз. На рис. 1.3 представлен построенный в Excel график функции 
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, из которого следует, что интервалы изоляции корней могут быть выбраны следующим образом: [-2, 0], [1, 3] и [4, 6].
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	Рис. 1.3. Иллюстрация графического способа исследования НАУ


Приближенные (итерационные) методы решения НАУ
Пусть интервалы изоляции корней известны. Познакомимся с несколькими итерационными методами, позволяющими найти корень на известном интервале изоляции [a, b].

Метод деления отрезка пополам (дихотомии).

Идея метода заключается в делении отрезка, на котором содержится корень, пополам, до тех пор, пока не будет достигнута заданная точность.
Поделим отрезок 
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 пополам. Координата середины отрезка определится как 
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, то это говорит о том, что функция на отрезке 
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 меняет свой знак, то есть на данном интервале находится корень. В этом случае деление отрезка можно повторить, приняв в качестве нового правого конца точку 
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. В противном случае, корень попал на половину 
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, и необходимо изменить значение левого конца отрезка: 
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. Поскольку корень всегда заключен внутри отрезка, итерационный процесс можно останавливать, если длина отрезка станет меньше заданной точности: 
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ПРИМЕР 1.2. Найдем первый корень уравнения 
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Вычисления выполним при помощи электронной таблицы Excel, задавая начальные значения концов интервала изоляции и формул для выполнения итераций. Результаты оформляются в виде таблицы

[image: image90.emf]a b c f(a) f( c) |b-a|

1 -2 -1 -1.5 -27 -10.375 1

2 -1.5 -1 -1.25 -10.375 -4.07813 0.5

3 -1.25 -1 -1.125 -4.07813 -1.39258 0.25

4 -1.125 -1 -1.0625 -1.39258 -0.1604 0.125
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где во второй строке во втором и третьем столбцах заданы 
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В результате расчета приближенное значение первого корня 
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 необходимо сделать большее число итераций, поэтому к приведенной выше таблице добавятся строки: 
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Как можно видеть, значение корня в этом случае 
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, что является более близким к точному значению. Второй и третий корни находятся аналогично.
Метод простой итерации
Для метода простой итерации (МПИ) уравнение (1.1) необходимо сначала преобразовать к виду 
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 В качестве начального приближения обычно берут середину отрезка 
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Привести исходное уравнение (1.1) к виду 
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Достаточное условие сходимости. Пусть 
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Доказательство. Из формулы МПИ следует, что
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Применяя теорему Лагранжа о среднем, получим
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Аналогично
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Так как 
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Геометрическая интерпретация метода простой итерации представлена на рис. 1.4 для случаев  
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	Рис. 1.4. Сходящийся (а, б) и расходящийся (в, г) МПИ 


Метод релаксации

На практике часто в качестве функции 
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При таком выборе функции 
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Получим условия на выбор константы 
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Таким образом, если 
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Отсюда видно, что знак постоянной 
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Убедимся, что такой выбор 
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 удовлетворяет условию сходимости. Пусть 
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Следовательно, 
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ПРИМЕР 1.3. Найдем с точностью 
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 необходимо найти максимальное и минимальное значения производной функции 
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 (если эти точки лежат на исследуемом отрезке). Далее среди этих значений выбираются максимальное и минимальное. В нашем случае
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Экстремум производной находится на заданном отрезке 
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Таким образом, 
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Выберем начальное приближение 
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Условием окончания итерационного процесса является условие: 
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Результаты вычислений оформим на рабочем листе Excel в виде таблицы:
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Здесь формулы для вычисления 
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Метод Ньютона (касательных)
Для уравнений (1.1) метод Ньютона определяется формулой: 
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Рис. 1.5. Графическая интерпретация метода Ньютона
Можно показать, что 
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, т.е. метод сходится со вторым порядком.
Метод Ньютона можно трактовать как метод простой итерации, если функцию 
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Замечание. Если известен интервал изоляции, в котором 
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ПРИМЕР 1.4. Найдем с помощью метода Ньютона третий корень уравнения 
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Вычисления оформим в виде таблицы:

	Номер итерации
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Здесь 
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В качестве корня можно взять значение: 
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. Из таблицы видно, что процесс сошелся уже на второй итерации.
Для того, чтобы сравнить методы дихотомии и касательных, найдем первый корень уравнения 
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11

3

6

2

3

=

+

+

-

x

x

x

 на отрезке 
[image: image241.wmf][

]

1

,

2

-

-

 методом Ньютона:
Так как 
[image: image242.wmf](

)

12

6

-

=

¢

¢

x

x

f

, то 
[image: image243.wmf](

)

0

<

¢

¢

x

f

 на интервале 
[image: image244.wmf][

]

1

,

2

-

-

, а так как 
[image: image245.wmf](

)

0

27

2

<

-

=

-

f

, то 
[image: image246.wmf]2

0

-

=

x

.

	Номер итерации
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Заданная точность достигается на 4-ой итерации. Напомним, что метод дихотомии (Пример 1.2) достиг точности 0,001 лишь на 10-ой итерации.
Вычислим второй корень нашего уравнения на отрезке 
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. Вычислим значения функции и второй производной на левом конце отрезка: 
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Поскольку функция и вторая производная имеют один знак, в качестве начального приближения выбираем 
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	Номер итерации
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В сравнении с методом простой итерации значение корня было получено за две итерации вместо шести.
Эти примеры показывают, что метод Ньютона сходится быстрее, чем метод дихотомии и метод простой итерации. Но для его использования необходимо выбирать начальное приближение, достаточно близкое к корню.
Упрощенный метод Ньютона. Эта модификация метода Ньютона используется, если производная 
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 представляет собой сложную функцию, и для ее вычисления на каждой итерации тратится много времени. Зададим 
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 – начальное приближение и вычислим производную 
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. На следующих итерациях используется вычисленное значение производной: 
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. Это упрощение несколько замедляет процесс сходимости к решению, однако сокращает время каждого итерационного цикла.
Метод хорд

В этом методе кривая 
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 заменяется прямой линией – хордой, стягивающей точки 
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 метод хорд имеет два варианта, изображенных на рис. 1.6, а, б.
Пусть 
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 (рис. 1.6, а). Тогда 
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 будет оставаться неподвижной. Следующее приближение 
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	Рис. 1.6. Метод хорд для 
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Пусть теперь 
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 (рис. 1.6, б). Тогда 
[image: image286.wmf]a

x

=

0

, точка 
[image: image287.wmf]b

 неподвижна. Проведем хорду, соединяющую точки 
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. Вычисляем точку пересечения хорды с осью 
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. На следующей итерации в качестве 
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 и т.д. Таким образом, мы получим следующую последовательность вычислений в зависимости от вида функции:

Если 
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 - номер итерации.
Окончание итерационного цикла в данном методе происходит либо по условию малости невязки уравнения: 
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ПРИМЕР 1.5. Найти первый и третий корень уравнения 
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 методом хорд. 

Концы интервала изоляции для первого корня 
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. Таким образом, расчет ведется по формулам: 
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. В результате получим таблицу:

	Номер итерации
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Заданная точность достигнута на пятой итерации.

Для третьего корня 
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, следовательно, расчет ведется по вторым формулам: 
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. Результаты вычислений показаны ниже: 
	Номер итерации
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	4.9
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	4.941555
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	0.041555

	3
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Заданная точность достигнута на четвертой итерации.

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

К решению систем линейных алгебраических уравнений сводятся многочисленные практические задачи (по некоторым оценкам, более 75% всех задач). Можно с полным основанием утверждать, что решение линейных систем является одной из самых распространенных и важных задач вычислительной математики. Существует много методов и современных пакетов прикладных программ для решения СЛАУ, но для того, чтобы их успешно использовать, необходимо разбираться в основах построения методов и алгоритмов, иметь представления о недостатках и преимуществах используемых методов.

Постановка задачи

Требуется найти решение системы 
[image: image322.wmf]m

 линейных уравнений, которая в общем виде записывается в виде
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(2.1)
В матричном виде эта система уравнений записывается как: 
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(2.1()
где 
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 - матрица системы, 
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 - вектор правых частей, 
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 - вектор неизвестных.

Таким образом, задача состоит в том, чтобы при известных коэффициентах матрицы 
[image: image328.wmf]A

 и элементах вектора
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 найти такие значения 
[image: image330.wmf](
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, что при подстановке их в систему уравнений (2.1) они превращаются в тождества.

Необходимым и достаточным условием существования единственного решения СЛАУ является условие 
[image: image331.wmf]0
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, т.е. определитель матрицы 
[image: image332.wmf]A

 не равен нулю. В случае равенства нулю определителя матрица 
[image: image333.wmf]A

 называется вырожденной и при этом СЛАУ (2.1) либо не имеет решения, либо имеет их бесчисленное множество. В дальнейшем мы будем предполагать наличие единственного решения.
Все методы решения линейных алгебраических задач можно разбить на два класса: прямые (точные) и итерационные (приближенные).
Прямые методы решения СЛАУ

Метод Крамера

Метод Крамера относится к классу точных методов решения СЛАУ. На практике он часто используется при небольшой размерности системы 
[image: image334.wmf]5
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. Формулы метода Крамера решения СЛАУ выглядят как: 
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(2.2)
Эти формулы позволяют находить неизвестные в виде дробей, знаменателем которых является определитель матрицы системы, а числителем – определители матриц 
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, получаемых из 
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 заменой i-го столбца столбцом правых частей. Так матрица 
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A

 получается из матрицы 
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 заменой первого столбца на столбец правых частей 
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. 

Размерность системы (т.е. число неизвестных 
[image: image342.wmf]m

) является главным фактором, из-за которого формулы Крамера не могут быть использованы для численного решения СЛАУ большого порядка. При непосредственном раскрытии определителей решение системы с 
[image: image343.wmf]m

 неизвестными требует порядка 
[image: image344.wmf]m
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 арифметических операций. Таким образом, для решения системы, например, из 
[image: image345.wmf]100
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 уравнений потребуется совершить 
[image: image346.wmf]158
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 операций, что не под силу даже самым мощным современным ЭВМ. Для небольших m решение можно найти с помощью функций Excel. 

ПРИМЕР 2.1. Рассмотрим метод Крамера на примере системы двух линейных уравнений вида 
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Найдем определители:
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ПРИМЕР 2.2. Решить методом Крамера СЛАУ 
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Занесем на рабочий лист матрицу СЛАУ, вектор правых частей 
[image: image354.wmf]f
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, а также вспомогательные матрицы 
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С помощью функции Excel МОПРЕД вычислим ( = det A = 26, (1 = det A1 = ‑ 60, (2 = det A2 = 94, (3 = det A3 = ‑ 20. По формулам (2.2) находим x1 = (1/( = ‑ 2.3077, x2 = (2/( = 3.6154, x3 = (3/( = ‑ 0.7692. 
Метод обратной матрицы

Если 
[image: image360.wmf]0
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, то существует матрица 
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, обратная к данной. Умножим исходную систему уравнений (2.1) на обратную матрицу слева. Получим
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Известно, что произведение обратной матрицы на исходную дает единичную матрицу 
[image: image363.wmf]E

, и, следовательно, получаем 
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(2.3)

Решение СЛАУ свелось к умножению известной обратной матрицы на вектор правых частей. Таким образом, задача решения СЛАУ и задача нахождения обратной матрицы связаны между собой, поэтому часто решение СЛАУ называют задачей обращения матрицы. Проблемы использования этого метода те же, что и при использовании метода Крамера: нахождение обратной матрицы – трудоемкая операция. Однако для небольших m решение может быть получено с помощью функций Excel. 
ПРИМЕР 2.3. С помощью метода обратной матрицы решить систему 
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Занесем на рабочий лист Excel матрицу коэффициентов 
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Выделим на рабочем листе область размером 
[image: image369.wmf]3
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 ячейки для обратной матрицы и вызовем функцию МОБР. В поле Массив занесем адреса ячеек исходной матрицы A, и, нажав комбинацию клавиш Ctrl+Shift+Enter, получим A-1:
	0.195489
	-0.16541
	-0.02256

	-0.1015
	0.278195
	-0.00752

	-0.07895
	0.105263
	0.105263


Полученную обратную матрицу умножим на вектор правых частей 
[image: image370.wmf]f

r

. Для этого выделим столбец из трех ячеек и вызовем функцию МУМНОЖ. В поля Массив 1 и Массив 2 занесем адреса ячеек, в которых находятся найденная обратная матрица и вектор правых частей, после чего, нажав комбинацию клавиш Ctrl+Shift+Enter, получим решение СЛАУ
	1.037594

	0.345865

	0.157895


Замечание. Если одна из клавиш Ctrl или Shift не нажата, вычисления будут выполнены не во всем выделенном диапазоне, а только в одной ячейке. В этом случае весь процесс вызова функции необходимо повторить.

Метод Гаусса

Наиболее известным и популярным прямым методом решения СЛАУ является метод Гаусса. Этот метод заключается в последовательном исключении неизвестных. Метод состоит из двух этапов. На первом (прямом) этапе исходная система сводится к системе с треугольной матрицей, которая решается на втором (обратном) этапе. На прямом этапе используются следующие эквивалентные преобразования строк расширенной матрицы системы: перестановка строк, умножение строки на ненулевую константу, сложение строк. 

Прямой этап. Пусть в системе уравнений
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первый элемент 
[image: image372.wmf](

)

0

0

11

¹

a

. Назовем его ведущим элементом первой строки. Разделим все элементы этой строки на 
[image: image373.wmf](
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, и исключим 
[image: image374.wmf]1

x

 из всех последующих строк, начиная со второй, путем вычитания первой (преобразованной), умноженной на коэффициент при 
[image: image375.wmf]1

x

 в соответствующей строке. Получим 
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Если 
[image: image377.wmf](
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, то на него можно разделить второе уравнение, а затем исключить 
[image: image378.wmf]2

x

 из всех остальных уравнений. С помощью аналогичных преобразований приходим к системе уравнений с верхней треугольной матрицей
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(2.4)
Обратный этап. Решаем систему (2.4) с верхней треугольной матрицей в обратном порядке:
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(2.5)
В случае если один из ведущих элементов равен нулю, изложенный алгоритм метода Гаусса неприменим. Кроме того, если какие-либо ведущие элементы малы, то это приводит к усилению ошибок округления и ухудшению точности счета. Поэтому обычно используется другой вариант метода Гаусса – схема Гаусса с выбором главного элемента. Путем перестановки строк и других эквивалентных преобразований  добиваются выполнения условия: 
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, т.е. осуществляется выбор первого главного элемента. Переставляют уравнения так, чтобы в первом уравнении коэффициент 
[image: image383.wmf]11

a

 был максимальный по модулю. Разделив первую строку на главный элемент, как и прежде, исключают 
[image: image384.wmf]1

x

 из остальных уравнений. Затем для оставшихся столбцов и строк выбирают второй главный элемент и т.д. 

ПРИМЕР 2.4. Рассмотрим применение метода Гаусса с выбором главного элемента на примере следующей системы уравнений:
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В первом уравнении коэффициент при 
[image: image386.wmf]1

x

 равен 0, во втором 1 и в третьем -2, т.е. максимальный по модулю коэффициент находится в третьем уравнении. Поэтому переставим третье уравнение на место первого:
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В третьем уравнении коэффициент при 
[image: image388.wmf]1

x

 равен 0. Исключим 
[image: image389.wmf]1
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 из второго уравнения: 
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Рассмотрим второе и третье уравнения. Исключим 
[image: image391.wmf]2

x

 из третьего уравнения. Для этого умножим второе на -0.5 и сложим с третьим:
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Далее находим значения 
[image: image393.wmf]i
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 обратным ходом: из третьего уравнения получаем 
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, из второго 
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. Выполним проверку:
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Такая перестановка уравнений необходима для того, чтобы уменьшить влияние ошибок округления на конечный результат.

Часто возникает необходимость в решении СЛАУ, матрицы которых являются слабо заполненными, т.е. содержат много нулевых элементов. В то же время эти матрицы имеют определенную структуру. Среди таких систем выделим системы с матрицами ленточной структуры, в которых ненулевые элементы располагаются на главной диагонали и на нескольких побочных диагоналях. Для решения систем с ленточными матрицами коэффициентов вместо метода Гаусса можно использовать более эффективные методы. Для случая трехдиагональных матриц разработан экономичный метод прогонки. 

Метод прогонки

Рассмотрим метод прогонки для СЛАУ вида:

[image: image398.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

=

=

+

-

=

+

-

-

+

-

n

n

n

n

n

i

i

i

i

i

i

i

f

x

c

x

a

n

i

f

x

b

x

c

x

a

f

x

b

x

c

1

1

1

1

2

1

1

1

1

,...,

2

,




(2.6)
Решение данной системы ищем в виде:
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(2.7)
Здесь i, i – неизвестные прогоночные коэффициенты. Как и метод Гаусса, метод прогонки состоит из двух этапов. На первом (прямом) этапе определяются прогоночные коэффициенты, на втором (обратном) вычисляется вектор решения. 

Прямой этап. Сравнивая соотношение (2.7) при i=2: 
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 и следствие первого уравнения системы (2.6): 
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, получим формулы для первых прогоночных коэффициентов: 
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Подставляя (2.7) во второе уравнение (2.6), получим:
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Или, после преобразования,
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[image: image405.wmf]1
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Сравнивая с (2.7), получим

[image: image406.wmf]1

1

1

,

-

-

-

-

-

-

=

-

=

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

a

c

a

f

a

c

b

a

b

b

a

a

.
Таким образом, можно найти все 
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Обратный этап. Подставляя последнее прогоночное соотношение (2.7) в последнее уравнение (2.6), получим:
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Затем, последовательно применяя (2.7), находим:
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Таким образом, алгоритм метода прогонки можно представить в виде:

1. Находим 
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3.  Находим 
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4. Для 
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Теорема. Пусть коэффициенты 
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 системы уравнений при 
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. Тогда прогонка  корректна и устойчива.

При выполнении этих условий знаменатели в алгоритме метода прогонки не обращаются в нуль и, кроме того, погрешность вычислений, внесенная на каком либо шаге расчетов, не будет возрастать при переходе к следующим шагам. Данное условие есть не что иное, как условие диагонального преобладания.
Итерационные методы решения линейных алгебраических систем
Метод простой итерации
Преобразуем исходную систему линейных уравнений 
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где 
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– искомый вектор, а 
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 – некоторые новые матрица и вектор, соответственно. Будем решать (2.8) методом последовательных приближений. В качестве нулевого приближения можно взять 
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Такой итерационный процесс будем называть методом простых итераций (МПИ). Так же, как и в случае МПИ для решения нелинейных алгебраических уравнений, метод (2.9) сходится не для любой матрицы 
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. Достаточным условием сходимости МПИ (2.9) к решению системы (2.8) при любом начальном векторе 
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Существует несколько способов построения порождающей матрицы 
[image: image433.wmf]α

, для которой выполняется достаточное условие сходимости.
Метод Якоби

Предположим, что диагональные элементы матрицы 
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 исходной системы не равны нулю (
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 и т.д. Получим следующую эквивалентную систему, записанную в скалярном виде:
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(2.10)

Зададим вектор нулевого приближения 
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. Следующие приближение будем вычислять по рекуррентным соотношениям 
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(2.11)
В свернутом виде данную систему можно переписать как
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Условием окончания итерационного процесса служит условие 
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Достаточное условие сходимости. Метод Якоби является вариантом МПИ, в котором 
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Если для исходной матрицы A выполнено условие диагонального преобладания, т.е. 
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, т.е. итерационный процесс (2.11) сходится при любом выборе начального приближения. Если исходная система уравнений не удовлетворяет условию сходимости, то ее приводят к виду с диагональным преобладанием. Выбор начального приближения влияет на количество итераций, необходимых для получения приближенного решения. Чаще всего в качестве начального приближения берут 
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Замечание. Указанное выше условие сходимости является достаточным, т.е. если оно выполняется, то процесс сходится. Но данное условие не является необходимым, процесс может сходиться и при отсутствии диагонального преобладания.

ПРИМЕР 2.5. Решить СЛАУ из Примера 2.3 с помощью метода Якоби с точностью 
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С помощью прямого метода обратной матрицы найдено решение 
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Найдем решение методом Якоби. Для начала проверим условие диагонального преобладания:

[image: image454.wmf]3

2

10

1

3

5

2

4

8

+

>

+

>

+

>


Приводим систему уравнений к виду (2.8):
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или 
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Тогда
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В качестве начального приближения выберем 
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. Дальнейшие вычисления оформим в виде таблицы:

	Номер итерации
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Здесь 
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Процесс продолжается, пока погрешность не станет меньше 
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, что происходит на 11-ой итерации. Следовательно, приближенное решение имеет вид: 
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, что с точностью  совпадает с решением, полученным по методу обратной матрицы. 
При реализации в Excel расчетные формулы для  
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имеют вид: 
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Фигурные скобки означают нажатие комбинации клавиш ctrl+shift+enter после набора формулы. Остальные формулы для вычисления 
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получаются копированием.

Можно провести вычисления в табличном процессоре Excel и с использованием функций умножения матрицы на вектор на основе матричной формы (2.9) метода Якоби. 
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 Выделим ячейки B7:D7 и введем формулу (2.9):

{=МУМНОЖ($B$1:$D$3;ТРАНСП(B6:D6))+ТРАНСП($G$1:$G$3)}. 
Остальные формулы для вычисления 
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Метод Гаусса-Зейделя
В отличие от метода Якоби, в котором вычисления всех компонент вектора 
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Или, в компактном виде:
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(2.12)
Достаточное условие сходимости этого метода, как и для методы Якоби, является условие диагонального преобладания:
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ПРИМЕР 2.6. Найдем решение  СЛАУ из Примера 2.4 методом Гаусса-Зейделя.
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Расчетные формулы:
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Таблица итераций выглядит в данном случае следующим образом:
	Номер итерации
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 и т.д.

Из таблицы видно, что нужная точность достигнута уже на 5-ой итерации вместо 11-ой по методу простой итерации.
При реализации в Excel расчетные формулы для 
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АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ
Слово «аппроксимация» происходит от латинского approximo — приближаюсь. Аппроксимировать – это означает приближенно заменить. Задачи интерполяции возникают при обработке результатов экспериментов, когда измерения какой-либо величины выполнены в конечном числе точек. Требуется найти промежуточные значения этой функции. Это так называемая задача о восстановлении функции. Кроме того, при проведении расчетов сложные функции удобно заменять (аппроксимировать) алгебраическими многочленами или другими элементарными функциями, которые достаточно просто вычисляются (задача о приближении функции). Методы интерполяции используются для приближенного интегрирования и решения дифференциальных уравнений, а также являются основой компьютерной графики и других современных цифровых технологий. 
Постановка задачи интерполяции
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. Если необходимо найти функцию вне отрезка, то такая задача называется задачей экстраполяции. Мы будем рассматривать только задачи интерполяции.
Поставленная задача имеет много решений, т.к. через заданные точки 
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, можно провести бесконечно много кривых, каждая из которых будет графиком функции, для которой выполнены все условия интерполяции. Для практики важен случай аппроксимации функции многочленами, т.е. 
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 – постоянные коэффициенты.

Все методы интерполяции можно разделить на локальные и глобальные. В случае локальной интерполяции на каждом интервале 
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 строится отдельный полином. В случае глобальной интерполяции отыскивается единый полином  на всем интервале 
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. При этом искомый полином называется интерполяционный полиномом.

Локальная интерполяция
Кусочно-постоянная интерполяция
При кусочно-постоянной интерполяции интерполяционный многочлен на каждом отрезке 
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 равен константе, а именно, левому или правому значению функции.

Для левой кусочно-постоянной интерполяции 
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Для правой кусочно-постоянной интерполяции 
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Легко понять, что при таком выборе функции 
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 условия интерполяция выполняются. Однако, построенная функция является разрывной, что ограничивает ее применение. Графическое представление для кусочно-постоянной интерполяции можно увидеть на рис. 3.1.
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	Рис. 3.1. Левая (а) и правая (б) кусочно–постоянная интерполяции


Кусочно-линейная интерполяция
На каждом интервале 
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 интерполирующая функция является линейной 
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. Следовательно, функцию 
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При использовании линейной интерполяции сначала нужно определить интервал, в который попадает значение 
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, а затем подставить его в формулу.
Итоговая функция является непрерывной, но ее производная разрывна в каждом узле интерполяции. Погрешность такой интерполяции будет меньше, чем в случае кусочно-постоянной интерполяции. Иллюстрация кусочно-линейной интерполяции приведена на рис. 3.2.
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	Рис. 3.2. Кусочно-линейная интерполяция


ПРИМЕР 3.1  Заданы значений некоторой функции:
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Точка 
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Кубический интерполяционный сплайн
Слово сплайн, происходящее от английского слова spline, означает гибкую линейку, используемую для проведения гладких кривых через заданные точки на плоскости. Форма этого универсального лекала на каждом отрезке описывается кубической параболой. Сплайны широко используются в инженерных приложениях, в частности, в компьютерной графике, поскольку позволяют с хорошей точностью задать  кривые в виде нескольких массивов коэффициентов. 

Итак, на каждом 
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[image: image580.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

6

2

3

2

i

i

i

i

i

i

i

i

x

x

d

x

x

c

x

x

b

a

x

S

-

+

-

+

-

+

=


Неизвестные коэффициенты 
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· условий интерполяции: 
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· непрерывности функции 
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· непрерывности первой и второй производной:
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Учитывая, что 
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для определения 
[image: image592.wmf]N

4

 неизвестных получаем систему 
[image: image593.wmf]2

4

-

N

 уравнений:


[image: image594.wmf]i

i

f

a

=

, 
[image: image595.wmf]N

i

,...,

2

,

1

=

;

[image: image596.wmf]1

3

2

6

2

-

-

=

+

-

i

i

i

i

i

i

i

i

f

f

h

d

h

c

h

b

, 
[image: image597.wmf]N

i

,...,

2

,

1

=

;

[image: image598.wmf]2

2

1

i

i

i

i

i

i

h

d

h

c

b

b

-

=

-

-

, 
[image: image599.wmf]N

i

,...,

2

,

1

=

;

[image: image600.wmf]1

-

-

=

i

i

i

i

c

c

h

d

, 
[image: image601.wmf]N

i

,...,

3

,

2

=

,

где 
[image: image602.wmf]1

-

-

=

i

i

i

x

x

h

. Недостающие два уравнения выводятся из дополнительных условий: 
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(3.1)

Матрица СЛАУ (3.1) является ленточной, поэтому система решается с помощью прямого экономичного метода прогонки. После этого вычисляются коэффициенты 
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В случае постоянной сетки 
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Для вычисления значения 
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 необходимо решить систему уравнений на коэффициенты 
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[image: image627.wmf]0

i

, вычислить значение сплайна и его производных в точке 
[image: image628.wmf]z



[image: image629.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

6

2

3

0

0

2

0

0

0

0

0

i

i

i

i

i

i

i

x

z

d

x

z

c

x

z

b

a

z

S

-

+

-

+

-

+

=

,


[image: image630.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

0

0

0

0

0

i

i

i

i

i

x

z

d

x

z

c

b

z

S

-

+

-

+

=

¢

,


[image: image631.wmf](
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ПРИМЕР 3.2. Задана таблица значений функции 
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Требуется вычислить значения функции в точках 0,2 и 0,8, используя сплайн-интерполяцию.

В нашем случае: 
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Выпишем систему уравнений для определения 
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Решая эту систему линейных уравнений, получим:

[image: image638.wmf]1234

48,0,48,0

cccc

=-===

.

[image: image639.wmf]192

4

1

48

0

1

1

-

=

-

=

-

=

h

c

c

d

, 
[image: image640.wmf]192

4

1

48

1

2

2

=

=

-

=

h

c

c

d

,


[image: image641.wmf]192

4

1

48

2

3

3

=

=

-

=

h

c

c

d

, 
[image: image642.wmf]192

4

1

48

3

4

4

-

=

-

=

-

=

h

c

c

d

.


[image: image643.wmf]0

4

1

1

2

6

16

192

8

48

6

2

0

1

2

1

1

1

=

-

+

×

+

-

=

-

+

-

=

h

f

f

h

d

h

c

b

,


[image: image644.wmf]6

4

1

2

1

6

16

192

6

2

1

2

2

2

2

2

-

=

-

+

×

-

=

-

+

-

=

h

f

f

h

d

h

c

b

,


[image: image645.wmf]0

4

1

1

0

6

16

192

8

48

6

2

2

3

2

3

3

3

=

-

+

×

-

=

-

+

-

=

h

f

f

h

d

h

c

b

,


[image: image646.wmf]6

4

1

0

1

6

16

192

6

2

3

4

2

4

4

4

=

-

+

×

=

-

+

-

=

h

f

f

h

d

h

c

b

,


[image: image647.wmf]1

,

0

,

1

,

2

4

3

2

1

=

=

=

=

a

a

a

a

.

Рассмотрим точку 0,2, которая принадлежит первому отрезку, т.е. 
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 EMBED Equation.3  [image: image650.wmf](
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Итак, значение функции в точке 0,2 равняется 1,944.
Рассмотрим точку 0.8, которая принадлежит четвертому отрезку, т.е. 
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Следовательно,  
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Глобальная интерполяция
В случае глобальной интерполяции отыскивается единая интерполирующая функция на всем интервале 
[image: image653.wmf][
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. Самым распространенным способом является полиномиальная интерполяция. 

Будем искать интерполирующую функцию в виде полинома (многочлена) 
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-ой степени 
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. Какова должна быть степень многочлена, чтобы удовлетворить всем условиям интерполяции? Допустим, что заданы две точки: 
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. Через эти точки можно провести единственную прямую, т.е. интерполирующей функцией будет полином первой степени 
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 и т.д. Рассуждая таким способом, можно предположить, что искомый полином должен иметь степень 
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Для того, чтобы доказать это, выпишем систему уравнений на коэффициенты. Уравнения системы представляют собой условия интерполяции при каждом 
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[image: image665.wmf].
Данная система является линейной относительно искомых коэффициентов 
[image: image666.wmf]N

a

a

a

a

,..,.

,

,

2

1

0

.  Известно, что СЛАУ имеет решение, если ее определитель отличен от нуля. Определитель данной системы 
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носит имя Вандермонда. Из курса математического анализа известно, что он отличен от нуля, если 
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. В нашем случае это означает, что все узлы интерполяции различны, что верно по определению. Таким образом, доказано, что система имеет решение.

Мы показали, что для нахождения коэффициентов 
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 надо решить СЛАУ, что является сложной задачей. Но есть другой способ построения полинома 
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-й степени, который не требует решения такой системы.
Полином Лагранжа

Решение ищем в виде 
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. Убедимся в том, что если такие полиномы построены, то 
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 будет удовлетворять условиям интерполяции: 
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Каким образом построить базисные полиномы? Определим
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Легко понять, что 
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Функция 
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 и для нее выполняются условия «базисности»:
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Таким образом, нам удалось решить задачу о построении интерполирующего полинома 
[image: image687.wmf]N

-й степени, и для этого не нужно решать СЛАУ. Полином Лагранжа можно записать в виде компактной формулы: 
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. Погрешность этой формулы можно оценить, если исходная функция 
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Из этой формулы следует, что погрешность метода зависит от свойств функции 
[image: image692.wmf](
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, а также от расположения узлов интерполяции и точки 
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. Как показывают расчетные эксперименты, полином Лагранжа имеет малую погрешность при небольших значениях 
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 погрешность начинает расти, что свидетельствует о том, что метод Лагранжа не сходится (т.е. его погрешность не убывает с ростом 
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Рассмотрим частные случаи. Пусть 
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, т.е. заданы значения функции только в двух точках. Тогда базовые полиномы имеют вид:
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 EMBED Equation.3  [image: image700.wmf](
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т.е. получаем формулы кусочно-линейной интерполяции.
Пусть 
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В результате мы получили формулы, так называемой квадратичной или параболической интерполяции.
ПРИМЕР 3.3. Задана таблица значений функции:
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Требуется найти значение функции при 
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, используя интерполяционный полином  Лагранжа. Для этого случая 
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, т.е. полином Лагранжа имеет третий порядок. Вычислим значения базисных полиномов при 
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Итак, интерполирующая функция принимает в точке 1 значение -0,129.

Подбор эмпирических формул
При интерполировании функций мы использовали условие равенства значений интерполяционного полинома и данной функции в узлах интерполяции. Если же исходные данные получены в результате опытных измерений, полученных с некоторой погрешностью, точного выполнения условий интерполяции не требуется. В этих случаях интерполирующая функция F(x) должна удовлетворять условиям 
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, i=1, 2, …, N. Это условие означает, что интерполирующая функция
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 проходит не точно через заданные точки, а в некоторой их окрестности, как, например, показано на рис. 3.3. 

[image: image718]
Рис. 3.3. Приближенная интерполяция
Тогда говорят о подборе эмпирических формул, описывающих заданные точки. Построение эмпирической формулы состоит из двух этапов: подбора вида этой формулы 
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)

m

a

a

a

x

,...,

,

,

1

0

j

, содержащей неизвестные параметры 
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, и определение наилучших в некотором смысле этих параметров. Вид формулы иногда известен из физических соображений (например, связь между напряжением и деформацией для упругой среды), или выбирается из геометрических соображений. Для этого экспериментальные точки наносятся на график и путем сравнения поведения точек с графиками известных функций подбирается общий вид зависимости. Успех в значительной степени определяется опытом и интуицией исследователя.
Для практики важен случай аппроксимации функции многочленами, т.е. 
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После того, как выбран вид эмпирической зависимости, степень близости к эмпирическим данным определяется, используя минимум суммы квадратов отклонений вычисленных и экспериментальных данных.

Метод наименьших квадратов

Пусть для исходных данных 
[image: image722.wmf]N
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 выбран вид эмпирической зависимости: 
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 с неизвестными коэффициентами 
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. Запишем сумму квадратов отклонений между вычисленными по эмпирической формуле и заданными опытными данными:
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Параметры 
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 будем находить из условия минимума функции 
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. В этом состоит метод наименьших квадратов (МНК).
Известно, что в точке минимума все частные производные от 
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 по  параметрам 
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(3.2)

Рассмотрим применение МНК для частного случая, широко используемого на практике. В качестве эмпирической функции рассмотрим полином
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Формула (3.2) для определения суммы квадратов отклонений примет вид:
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(3.3)
Вычислим производные:
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Приравнивая эти выражения нулю, и собирая коэффициенты при неизвестных 
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, получим следующую систему линейных уравнений:
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Данная система уравнений называется нормальной. В результате решения этой системы линейных уравнений одним из известных способов, находятся коэффициенты 
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В случае полинома первого порядка 
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При 
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Как правило, выбирают несколько эмпирических зависимостей. По МНК находят коэффициенты этих зависимостей и среди них находят наилучшую по минимальной сумме отклонений.

ПРИМЕР 3.4. Заданы координаты 6 точек:
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Требуется по методу МНК найти эмпирические зависимости: линейную 
[image: image752.wmf](
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, и выбрать среди них наилучшую по наименьшей сумме квадратов отклонений.
Система нормальных уравнений для линейной зависимости:


[image: image755.wmf]å

å

=

=

=

+

N

i

i

N

i

i

f

x

a

Na

1

1

1

0

,


[image: image756.wmf]å
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Учитывая, что 
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)

(

)

(

)

925

,

5

5

,

1

5

7

,

1

25

,

3

6

,

1

5

,

1

4

,

1

2

2

,

1

5

,

3

5

,

0

5

6

1

=

×

+

×

+

×

+

-

+

-

+

-

=

å

=

i

i

i

x

f

В итоге получим СЛАУ
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Решая систему линейных уравнений, получим 
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Вычислим сумму квадратов отклонений: 
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Рассмотрим квадратичную зависимость. Система нормальных уравнений имеет вид
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Часть из сумм уже найдена при подборе линейной зависимости. Используя Excel, найдем оставшиеся суммы: 
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Решая нормальную систему уравнений:
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получим: 
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Следовательно, квадратичная зависимость имеет вид: 
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. Вычислим сумму квадратов отклонений: 
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Выпишем систему нормальных уравнений для гиперболической зависимости. Согласно МНК, находим сумму квадратов отклонений:
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Составляем систему нормальных уравнений:

[image: image782.wmf]0

1

2

0

2

1

1

0

1

1

1

0

0

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

¶

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

¶

¶

å

å

=

=

N

i

i

i

i

N

i

i

i

x

f

x

a

a

a

S

f

x

a

a

a

S


Или
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Учитывая, что 
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Сумма квадратов отклонений: 
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Итак, минимальным отклонением из трех рассмотренных зависимостей обладает квадратичная, т.е., она является лучшей из данных трех для аппроксимации исходных данных.

Графически результаты расчетов представлены на рис. 3.4. Маркерами отмечены исходные данные. Видно, что квадратичная зависимость действительно проходит ближе всего к заданным значениям функции.
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ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ
Постановка задачи

Требуется найти значение определенного интеграла 
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 функции 
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. Для некоторых функций значение интеграла можно найти точно. Однако в общем случае значение интеграла можно найти только приближенно, используя тот или иной способ численного интегрирования.

Численное интегрирование основано на замене интеграла некой суммой 
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Приближенное равенство 
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 называется квадратурной формулой, 
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 - коэффициентами квадратурной формулы. Разность 
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 называется погрешностью квадратурной формулы.
Разобьем отрезок 
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Для построения квадратурной формулы на всем отрезке 
[image: image806.wmf][
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 достаточно построить квадратурную формулу на частичном отрезке 
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Формулы прямоугольников

Пусть 
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, т.е. мы аппроксимируем 
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 левой кусочно-постоянной интерполяцией. Тогда получим 
[image: image810.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1

1

1

1

1

1

1

-

-

-

-

-

=

-

=

=

=

ò

ò

ò

-

-

-

i

i

i

i

x

x

i

x

x

i

x

x

x

hf

x

x

x

f

dx

x

f

dx

x

f

dx

x

f

i

i

i

i

i

i

.

Таким образом, 
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. Эта формула называется формулой левых прямоугольников.

[image: image812]
Рис. 4.1. Метод левых прямоугольников

Геометрическая интерпретация метода левых прямоугольников представлена на рис. 4.1, который показывает, что точное значение интеграла (площадь криволинейной области под графиком 
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Аналогично может быть получена формула правых прямоугольников. Здесь 
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[image: image816]
Рис. 4.2. Метод правых прямоугольников
Оценим погрешность формулы левых прямоугольников:
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Воспользуемся формулой Тейлора:
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т.е. формула левых прямоугольников имеет первый по 
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 порядок точности. Аналогичную оценку можно получить для формулы правых прямоугольников.
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 получим формулу средних прямоугольников: 
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Для оценки погрешности метода 
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воспользуемся формулой Тейлора:
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Тогда
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Пусть 
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т.е. формула средних прямоугольников имеет второй порядок точности.

Формула трапеций

Во всех рассмотренных формулах площадь криволинейной трапеции заменялась на площадь прямоугольников.

В методе трапеций криволинейная трапеция заменяется на прямоугольную (рис. 4.3), площадь которой вычисляется по известным формулам: 
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Рис. 4.3. Метод трапеций

Формула трапеций может быть также получена путем замены подынтегральной функции интерполяционным полиномом первой степени:
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Действительно
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Тогда для всего отрезка 
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Можно показать, что формула трапеций совпадает с формулой средних для таблично заданной функции и также имеет второй порядок точности.
Формулу трапеций можно также записать в виде:
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Формула Симпсона

При вычислении интеграла 
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 с помощью метода Симпсона (парабол), функцию 
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 – середина локального отрезка. Построим полином Лагранжа второй степени:
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Здесь 
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Тогда
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Таким образом, мы получаем формулу Симпсона
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Можно показать, что формула Симпсона имеет четвертый порядок точности.
ПРИМЕР 4.1. Вычислить интеграл J=
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Найдем значение определенного интеграла точно: 
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Разобьем отрезок 
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Для нахождения интеграла методом левых прямоугольников, необходимо просуммировать элементы третьего ряда в диапазоне 
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 и умножить на шаг 
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. Аналогично для формулы правых прямоугольников, суммировать в диапазоне 
[image: image870.wmf]10
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. Сумма элементов пятого столбца, помноженная на шаг, даст результат по формуле средних прямоугольников. Согласно формуле трапеций, необходимо к полусумме первого и последнего значения элементов третьего столбца добавить сумму всех остальных членов этого столбца, и умножить результат на шаг 
[image: image871.wmf]3
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. Суммируя значения последнего столбца и умножая ее на 
[image: image872.wmf]6

h

=0,05, найдем интеграл по методу Симпсона, результаты соберем в таблицу: 
	Формула левых прямоугольников
	5.7225

	Формула правых прямоугольников
	4.8225

	Формула средних прямоугольников
	5.23875

	Формула трапеций
	5.2725

	Формула Симпсона
	5.25


Как следует из таблицы, для данной подынтегральной функции формула левых прямоугольников дает приближенное значение с избытком, а формула правых прямоугольников – с недостатком. Хорошую точность дали метод трапеций и метод средних прямоугольников. Результаты различаются, поскольку значения известной подынтегральной функции в методе средних были вычислены в средних точках, а не получены  путем интерполяции. Метод Симпсона дал абсолютно точное значение интеграла. Это связано с тем, что первообразная функция в данном примере является полиномом четвертого порядка, для которых метод Симпсона дает точное значение. 
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
Постановка задачи

Многие задачи науки и техники сводятся к решению обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ). ОДУ называются такие уравнения, которые содержат одну или несколько производных от искомой функции. В общем виде ОДУ можно записать в виде:


[image: image873.wmf](

)

(

)

0

,...,

,

,

,

=

¢

¢

¢

n

y

y

y

y

x

F

,




(5.1)
где 
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 – независимая переменная, 
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-ая производная от искомой функции, 
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 – порядок уравнения. Общее решение ОДУ 
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-го порядка содержит 
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 произвольных постоянных 
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, т.е. общее решение имеет вид  
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Для выделения единственного решения необходимо задать 
[image: image882.wmf]n

 дополнительных условий. В зависимости от способа задания дополнительных условий существуют два различных типа задач: задача Коши и краевая задача. Если дополнительные условия задаются в одной точке, то такая задача называется задачей Коши. Дополнительные условия в задаче Коши называются начальными условиями. Если же дополнительные условия задаются в более чем одной точке, т.е. при различных значениях независимой переменной, то такая задача называется краевой. Сами дополнительные условия называются краевыми или граничными. 
Ясно, что при 
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 можно говорить только о задачи Коши.

Примеры постановки задачи Коши:
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Примеры краевых задач:
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Решить такие задачи аналитически удается лишь для некоторых специальных типов уравнений, поэтому применение приближенных методов решения является необходимостью.
Приближенные методы решения задачи Коши для ОДУ первого порядка
Требуется найти решение y(x) ОДУ первого порядка
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на отрезке 
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Приближенное решение будем искать в узлах расчетной сетки 
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. Необходимо найти приближенные значения в узлах сетки yi=y(xi). Результаты расчетов занесем в таблицу
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Интегрируя уравнение на отрезке 
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(5.4)
Для того, чтобы найти все значения 
[image: image903.wmf]i
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, нужно каким-то образом вычислить интеграл, стоящий в правой части (5.4). Применяя различные квадратурные формулы, будем получать методы решения задачи (5.2), (5.3) разного порядка точности.
Метод Эйлера

Если для вычисления интеграла в (5.4) воспользоваться простейшей формулой левых прямоугольников первого порядка

[image: image904.wmf](

)

(

)

i

i

x

x

y

x

hf

dx

y

x

f

i

i

,

,

1

=

ò

+

,
то получим явную формулу Эйлера:
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(5.5)
Явный метод Эйлера имеет первый порядок аппроксимации. Реализация метода. Поскольку 
[image: image907.wmf](
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 известны, применяя (5.5) последовательно, определим все yi: 
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Геометрическая интерпретация метода Эйлера (рис. 5.1.):

Пользуясь тем, что в точке 
[image: image910.wmf]0

x

 известно решение 
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, можно записать уравнение касательной к графику искомой функции 
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 ордината 
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 этой касательной, полученная подстановкой в правую часть значения 
[image: image918.wmf]h

x

x

+

=

0

1

, должна мало отличаться от ординаты 
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 может быть приближенно принята за новую начальную точку. Через эту точку снова проведем прямую 
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Рис. 5.1. Геометрическая интерпретация метода Эйлера

Если в (5.4) использовать формулу правых прямоугольников: 
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, то получим неявный метод Эйлера  
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(5.6)
Этот метод называют неявным, поскольку для вычисления неизвестного значения 
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 по известному значению 
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 требуется решать уравнение, в общем случае нелинейное. Неявный метод Эйлера также имеет первый порядок аппроксимации.

Модифицированный метод Эйлера

В данном методе вычисление 
[image: image938.wmf]1

+

i

y

 состоит из двух этапов:
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(5.7)
Данная схема называется также методом предиктор-корректор. Это английское название, означающее «предсказать-исправить». Действительно, на первом этапе приближенное значение предсказывается с первым порядком точности, а на втором этапе это предсказание исправляется, так что результирующее значение имеет второй порядок точности.
Методы Рунге-Кутты
Идея построения явных методов Рунге-Кутты 
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-го порядка заключается в получении приближений к значениям 
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)

(

)

(

)

(

)

h

k

h

k

y

h

x

f

h

k

i

q

q

q

i

q

i

q

i

i

q

1

1

,

1

1

...

,

-

-

+

+

+

+

=

b

b

a

.
Здесь 
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 – некоторые фиксированные числа (параметры), которые  подбирают таким образом, чтобы получить нужный порядок аппроксимации p. Как правило, для каждого p существует не одна схема Рунге-Кутты порядка p, а целое параметрическое семейство. Так, схемы Рунге-Кутта второго порядка точности образуют однопараметрическое семейство 
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(5.8)

Выделим из семейства методов (5.8) два наиболее простых и часто используемых частных случая. При 
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(5.9)

которые совпадают с формулами модифицированного метода Эйлера (5.7). При a=1 выводим новый простой метод 
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который называется методом средней точки.

Схема Рунге-Кутта четвертого порядка точности. При p=4 можно получить один из вариантов метода:
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(5.10)
ПРИМЕР 5.1. Решить задачу Коши:
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на отрезке 
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с шагом 
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 с помощью явного метода Эйлера (5.5), модифицированного метода Эйлера (5.7) и четырехэтапного метода Рунге-Кутта (5.10). Точное решение: 
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Построим разностную сетку 
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Расчетные формулы по явному методу Эйлера для данного примера: 
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Расчетные формулы модифицированного метода Эйлера: 
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Расчетные формулы метода Рунге-Кутта:
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Результаты  вычислений в Excel приведены ниже
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	Эйлер
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	Модиф.

Эйлер
	Рунге-Кутта
	Точное

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	0.1
	1.2
	1.2
	1.22
	1.218393
	1.222104

	2
	0.2
	1.442
	1.462
	1.488593
	1.488609
	1.497737

	3
	0.3
	1.7384
	1.788993
	1.824368
	1.826287
	1.843178

	4
	0.4
	2.10408
	2.200166
	2.24674
	2.250465
	2.278311

	5
	0.5
	2.556896
	2.718774
	2.779016
	2.784329
	2.827423

	6
	0.6
	3.118275
	3.372771
	3.449508
	3.456112
	3.520175

	7
	0.7
	3.81393
	4.196062
	4.292669
	4.300192
	4.3928

	8
	0.8
	4.674716
	5.229881
	5.350447
	5.358432
	5.489549

	9
	0.9
	5.73766
	6.524423
	6.673919
	6.68181
	6.864471

	10
	1
	7.047191
	8.140804
	8.325282
	8.332399
	8.583584


Видно, что в сравнении с точным решением, самым точным является метод Рунге – Кутта.
Численные методы решения систем ОДУ первого порядка
Рассмотренные выше методы решения задачи Коши для одного уравнения могут быть использованы также для решения систем дифференциальных уравнений первого порядка и уравнений высших порядков. 

Пусть задана задача коши для системы двух уравнений первого порядка:

[image: image970.wmf](

)

z

y

x

dx

dy

,

,

j

=



[image: image971.wmf](

)

z

y

x

dx

dz

,

,

y

=



[image: image972.wmf](
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Обобщим формулы явного метода Эйлера (5.5):
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модифицированного метода Эйлера (5.7):
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схемы Рунге-Кутта четвертого порядка точности (5.10):
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Вычисления приближенного решения проводятся путем последовательного применения этих формул. 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения второго порядка
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Введем вторую неизвестную функцию 
[image: image979.wmf](
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. Тогда исходная задача Коши для уравнения сводится к следующей задаче для системы двух ОДУ первого порядка:
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которая решается с помощью методов, описанных выше.
ПРИМЕР 5.2. Найти решение задачи Коши:
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Точное решение: 
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Проверим, что точное решение удовлетворяет данному дифференциальному уравнению. Действительно: 
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Решим задачу явным методом Эйлера (5.5), модифицированным методом Эйлера (5.7) и методом Рунге-Кутты (5.10) на сетке с шагом 
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Введем функцию 
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 и получим следующую задачу Коши для системы двух ОДУ первого порядка:
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Используем формулы явного метода Эйлера:
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модифицированного метода Эйлера:
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четырехэтапного метода Рунге – Кутты:
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Решение оформим в виде таблиц.
Схема Эйлера:
	
[image: image994.wmf]k
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z


	Точное решение
	Погрешность

	0
	0
	1
	0
	1
	0

	1
	0.2
	1
	-0.2
	0.983685
	0.016315

	2
	0.4
	0.96
	-0.28
	0.947216
	0.012784

	3
	0.6
	0.904
	-0.28
	0.905009
	0.001009

	4
	0.8
	0.848
	-0.2288
	0.866913
	0.018913

	5
	1
	0.80224
	-0.14688
	0.839397
	0.037157


Модифицированный метод Эйлера:

	
[image: image998.wmf]k
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[image: image1003.wmf]i
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	Точ.реш
	Погреш.

	0
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	1
	0.2
	1
	-0.2
	1
	-0.18
	0.983685
	0.016315

	2
	0.4
	0.964
	-0.268
	0.962
	-0.244
	0.947216
	0.014784

	3
	0.6
	0.9132
	-0.2588
	0.9108
	-0.2342
	0.905009
	0.005791

	4
	0.8
	0.86396
	-0.20268
	0.8615
	-0.178
	0.866913
	0.005413

	5
	1
	0.8259
	-0.1191
	0.823432
	-0.09441
	0.839397
	0.015965


Схема Рунге-Кутта:
	
[image: image1004.wmf]i
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	Погреш.

	0
	1
	0
	
	
	
	
	0

	0.2
	0.9837
	-0.146
	0
	-1
	-0.15
	-0.486
	1.79E-05

	0.4
	0.9472
	-0.207
	-0.146
	-0.491
	-0.209
	-0.13
	2.76E-05

	0.6
	0.905
	-0.207
	-0.207
	-0.134
	-0.209
	0.113
	3.18E-05

	0.8
	0.8669
	-0.168
	-0.207
	0.1097
	-0.17
	0.272
	3.25E-05

	1
	0.8394
	-0.104
	-0.168
	0.2695
	-0.105
	0.37
	3.09E-05


Как можно видеть, максимальная погрешность, определяемая как разность между точным и рассчитанным значением функции 
[image: image1011.wmf]y

, в методе Рунге-Кутта не превышает 
[image: image1012.wmf]5
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МЕТОД КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ РЕШЕНИЯ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ОДУ
Постановка задачи

Найти решение линейного дифференциального уравнения
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(6.1)

удовлетворяющего краевым условиям:

[image: image1015.wmf](
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(6.2)
К такому виду задач сводится, например, задача об определении прогибов балки, которая на концах опирается шарнирно.

Теорема. Пусть 
[image: image1016.wmf](
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. Тогда существует единственное решение поставленной задачи.
Решение будем отыскивать методом конечных разностей.
Основные этапы метода конечных разностей:

1. Область непрерывного изменения аргумента 
[image: image1017.wmf][
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 заменяется дискретным множеством точек, называемых узлами: 
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2. Искомая функция непрерывного аргумента 
[image: image1019.wmf]x

 приближенно заменяется функцией дискретного аргумента на заданной сетке, т.е. 
[image: image1020.wmf](
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[image: image1021.wmf]h
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 называется сеточной.
3. Исходное дифференциальное уравнение заменяется алгебраическим разностным уравнением относительно сеточной функции. Такая замена называется разностной аппроксимацией.

Таким образом, решение дифференциального уравнения сводится к отысканию значений сеточной функции в узлах сетки, которые находятся из решения алгебраических уравнений.
Аппроксимация производных

Для аппроксимации первой производной можно воспользоваться формулами:
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 – правая разностная производная,
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 – левая разностная производная,
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 – центральная разностная производная.

Существует множество способов аппроксимации производной, которые следуют из определения производной:  
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На основе формул для разностной аппроксимации первой производной можно построить разностную аппроксимацию второй производной:
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 (6.3)
Аналогично можно получить аппроксимации производных более высокого порядка.

Определение. Погрешностью аппроксимации 
[image: image1027.wmf]n

-ой производной называется разность 
[image: image1028.wmf](
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Для определения порядка аппроксимации используется разложение в ряд Тейлора.
Рассмотрим правую разностную аппроксимацию первой производной:
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Т.е. правая разностная производная имеет первый по 
[image: image1030.wmf]h

 порядок аппроксимации. Аналогичные оценки можно сделать для левой разностной производной.

Центральная разностная производная имеет второй порядок аппроксимации.

Аппроксимация второй производной по формуле (6.3) также имеет второй порядок аппроксимации.

Для того чтобы аппроксимировать дифференциальное уравнение, необходимо в нем заменить все производные их аппроксимациями. Рассмотрим задачу (6.1), (6.2) и заменим в (6.1) производные: 
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В результате получим:
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(6.4)
Порядок аппроксимации исходной задачи равен 2, т.к. вторая и первая производные аппроксимированы с порядком 2, а остальные – точно.

Итак, вместо дифференциальных уравнений (6.1), (6.2) получена система линейных уравнений вида
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(6.5)
для определения 
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 в узлах сетки. Матрица данной системы имеет вид:
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Данная матрица является трехдиагональной, т.е. все ненулевые элементы расположены на главной диагонали и двух прилегающих к ней диагоналях. Для решения таких СЛАУ имеется экономичный метод прогонки (см. с. 31-32). Решая полученную систему уравнений, мы получим решение исходной задачи.

Для краевой задачи (6.1), (6.2) имеем:
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Коэффициенты СЛАУ определяются формулами: 
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Прямой этап метода прогонки:
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Обратный этап метода прогонки:
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Условие устойчивости (условие диагонального преобладания) тогда имеет вид:
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Пусть 
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Тогда условие устойчивости имеет вид 
[image: image1047.wmf]4
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 и, как можно видеть, справедливо всегда.

ПРИМЕР 6.1. Найти решение краевой задачи:
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Выпишем разностную схему
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Условие устойчивости примет вид 
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Пусть 
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Или
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Решим СЛАУ методом прогонки. Коэффициенты СЛАУ:
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Прямой ход. Из первого уравнения находим:
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Сравнивая это выражение с основной формулой, видим, что
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Из второго уравнения
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Аналогично для третьего и четвертого уравнений:
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Обратный ход начинаем с известного значения функции
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Применяем прогоночное соотношение 
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Вычисления оформим в виде таблицы:
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Рассмотрим задачу с граничные условия более общего вида.

ПРИМЕР 6.2. Решить ОДУ 2-го порядка
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с краевыми условиями:
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В этом случае при построении разностной схемы необходимо еще аппроксимировать и краевые условия. Аппроксимация в общем виде выглядит так:
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В результате получим разностную схему:
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Или
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Мы получили СЛАУ типа (6.5) с трехдиагональной матрицей, решение которой также можно найти методом прогонки.

ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ И РЕКОМЕНДАЦИИ К ЭКЗАМЕНУ
Задача 1. Получить решение уравнения 
[image: image1088.wmf](
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 методом деления отрезка пополам с точностью 0,05. Интервал изоляции 
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Проверим, что данных отрезок является интервалом изоляции корня. Найдем значение функции на концах этого интервала: 
[image: image1090.wmf](
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. Т.е. на интервале содержится корень уравнения. Проверим, что он единственный.
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Следовательно, 
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, следовательно, данный интервал содержит один корень уравнения и является интервалом изоляции.

Расчеты проведем в Excel по методу деления отрезка пополам, результаты оформим в виде таблицы.
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Расчетные формулы:
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Ответ: x=-3.8875
Задача 2. Получить решение уравнения 
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)

0

9

9

2

3

=

+

-

+

=

x

x

x

x

f

 методом простой итерации с точностью 0.001. Интервал изоляции 
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Аналогично доказываем, что интервал является интервалом изоляции. 
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, следовательно, данный интервал является интервалом изоляции.
Расчетные формулы:
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Найдем значения констант. Для этого вычислим значения первой и второй производных:
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Экстремум производной функции находится в точке
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Находим значения производной на концах отрезка
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Таким образом, 
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Вычисления оформляем в таблице
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Ответ: x= -3,8997
Задача 3. Получить решение уравнения 
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 методом Ньютона с точностью 0,001. Интервал изоляции 
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Проверка значений интервала изоляции была сделана в примере выше. Расчетные формулы метода Ньютона:
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Выбираем нулевое приближение. 
[image: image1135.wmf](
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. Знак функции и знак второй производной совпадают на правом конце отрезка, поэтому выбираем его в качестве начального приближения 
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Результаты представлены в таблице
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Ответ: x=-3,89969

Задача 4. Решить систему линейных уравнений методом простой итерации с точностью 0,05:
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Проверим условие диагонального преобладания:
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Условия диагонального преобладания выполняются.
Разрешим систему уравнений относительно 
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Результаты можно представить в виде таблицы
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Ответ содержится в последней строке таблицы.
Задача 5. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса-Зейделя с точностью 0,05:
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Аналогично проверяем условие диагонального преобладания.

Разрешим систему уравнений относительно 
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Результаты удобно оформить в таблицу
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Ответ содержится в последней строке таблицы.

Задача 6. Для таблично заданной функции:
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вычислить значение функции в точке z=1,2, используя формулы линейной интерполяции.

Определяем интервал, которому принадлежит 
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Расчетные формулы:
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Ответ: 0,08.

Задача 7. Для таблично заданной функции:
	
[image: image1167.wmf]x
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выписать базисные полиномы и вычислить значение полинома Лагранжа в точке z=1,2; при n=3.
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Ответ: 0,0748.

Примеры решения задач на интегрирование можно найти выше.
Рекомендации. В билетах задание может быть в виде:
Вычислить интеграл методом трапеций функции, заданной таблично:
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В данном задании переменная 
[image: image1173.wmf]x

 меняется с постоянным шагом 0,5. При использовании формулы трапеций решение ищется в виде:
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В случае же, если шаг не постоянный, например:
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необходимо пользоваться общей формулой трапеций:
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Т.е. в данном случае решение ищется как
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Аналогично для формул левых и правых прямоугольников:
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Рис. 1.1. Геометрическая интерпретация корней НАУ





Рис. 1.2 Блок-схема итерационного процесса
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Рис. 3.4. Пример выбора эмпирической зависимости





� EMBED Equation.3  ���





� EMBED Equation.3  ���





y








PAGE  
4

[image: image1184.wmf]*

1

x

[image: image1185.wmf]x

[image: image1186.wmf]y

[image: image1187.wmf](

)

x

f

y

=

[image: image1188.wmf]i

x

[image: image1189.wmf]1

-

i

x

[image: image1190.wmf](

)

x

f

[image: image1191.wmf](

)

x

f

[image: image1192.wmf](

)

x

f

[image: image1193.png][ ¢=a +a Ing‘
- f \




[image: image1194.wmf]y

[image: image1195.wmf]x

_1271431778.unknown

_1271505086.unknown

_1271604373.unknown

_1272195996.unknown

_1272795782.unknown

_1272901978.unknown

_1273064882.unknown

_1273068804.unknown

_1273068988.unknown

_1273139895.unknown

_1273140395.unknown

_1273142047.unknown

_1273143044.unknown

_1273143051.unknown

_1273142718.unknown

_1273141860.unknown

_1273139910.unknown

_1273069333.unknown

_1273070799.unknown

_1273069088.unknown

_1273068881.unknown

_1273068937.unknown

_1273068875.unknown

_1273067438.unknown

_1273067990.unknown

_1273068209.unknown

_1273067542.unknown

_1273064932.unknown

_1273065088.unknown

_1273064898.unknown

_1272904288.unknown

_1272904704.unknown

_1272986320.unknown

_1272987064.unknown

_1272988434.unknown

_1272988469.unknown

_1273064859.unknown

_1272988454.unknown

_1272988406.unknown

_1272988428.unknown

_1272988377.unknown

_1272986380.unknown

_1272984466.unknown

_1272985632.unknown

_1272907129.unknown

_1272907189.unknown

_1272906765.unknown

_1272904348.unknown

_1272904311.unknown

_1272903409.unknown

_1272904200.unknown

_1272904284.unknown

_1272903910.unknown

_1272902763.unknown

_1272903160.unknown

_1272815486.unknown

_1272889688.unknown

_1272890101.unknown

_1272896204.unknown

_1272901970.unknown

_1272896215.unknown

_1272890356.unknown

_1272889784.unknown

_1272819818.unknown

_1272883708.unknown

_1272889370.unknown

_1272887835.unknown

_1272821786.unknown

_1272825892.unknown

_1272827574.unknown

_1272825806.unknown

_1272821174.unknown

_1272817886.unknown

_1272817921.unknown

_1272817870.unknown

_1272811333.doc


y







y=x







x







x*







x0







а







x1















































y=((x)















x2
































_1272815224.unknown

_1272815468.unknown

_1272814764.unknown

_1272812987.unknown

_1272805625.unknown

_1272808168.unknown

_1272808874.unknown

_1272811245.doc


y







y=x







x







x*







x0











x1















































y=(x)















x3











б



















x2











x4
















_1272808856.unknown

_1272807987.unknown

_1272804263.doc


y







y=x







x







x*







x0







в







x1















































y=((x)















x2
































_1272804279.doc


y







y=x







x







x*







x0











x1















































y=(x)















x3











г



















x2











x4
















_1272796172.unknown

_1272199348.unknown

_1272200853.unknown

_1272201658.unknown

_1272202527.unknown

_1272202750.unknown

_1272202858.unknown

_1272204400.unknown

_1272204661.unknown

_1272793793.xls
Лист1

		-10		-1619

		-9		-1231

		-8		-909

		-7		-647

		-6		-439

		-5		-279

		-4		-161

		-3		-79

		-2		-27

		-1		1

		0		11

		1		9

		2		1

		3		-7

		4		-9

		5		1

		6		29

		7		81

		8		163

		9		281

		10		441





Лист1

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0



x

f(x)

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0



Лист2

				a		b		c		f(a)		f( c)		|b-a|

		1		-2		-1		-1.5		-27		-10.375		1

		2		-1.5		-1		-1.25		-10.375		-4.078125		0.5

		3		-1.25		-1		-1.125		-4.078125		-1.392578125		0.25

		4		-1.125		-1		-1.0625		-1.392578125		-0.1604003906		0.125

		5		-1.0625		-1		-1.03125		-0.1604003906		0.4286804199		0.0625

		6		-1.0625		-1.03125		-1.046875		-0.1604003906		0.1363716125		0.03125

		7		-1.0625		-1.046875		-1.0546875		-0.1604003906		-0.0114550591		0.015625

		8		-1.0546875		-1.046875		-1.05078125		-0.0114550591		0.0625979304		0.0078125

		9		-1.0546875		-1.05078125		-1.052734375		-0.0114550591		0.0256063715		0.00390625

		10		-1.0546875		-1.052734375		-1.0537109375		-0.0114550591		0.0070843929		0.001953125

		11		-1.0546875		-1.0537109375		-1.0541992188		-0.0114550591		-0.0021831485		0.0009765625

		12		-1.0541992188		-1.0537109375		-1.0539550781		-0.0021831485		0.0024511683		0.0004882813

		13		-1.0541992188		-1.0539550781		-1.0540771484		-0.0021831485		0.0001341464		0.0002441406

		14		-1.0541992188		-1.0540771484		-1.0541381836		-0.0021831485		-0.0010244669		0.0001220703

		15		-1.0541381836		-1.0540771484		-1.054107666		-0.0010244669		-0.0004451517		0.0000610352





Лист3

		






_1272793849.unknown

_1272205013.unknown

_1272204609.unknown

_1272204143.unknown

_1272204332.unknown

_1272204121.unknown

_1272202765.unknown

_1272202821.unknown

_1272202708.unknown

_1272202715.unknown

_1272202183.unknown

_1272202434.unknown

_1272202440.unknown

_1272202450.unknown

_1272202413.unknown

_1272201968.unknown

_1272202037.unknown

_1272201912.unknown

_1272201206.unknown

_1272201430.unknown

_1272201477.unknown

_1272201211.unknown

_1272201029.unknown

_1272201042.unknown

_1272201008.unknown

_1272200202.unknown

_1272200570.unknown

_1272200665.unknown

_1272200820.unknown

_1272200580.unknown

_1272200290.unknown

_1272200469.unknown

_1272200227.unknown

_1272199375.unknown

_1272199428.unknown

_1272199462.unknown

_1272199413.unknown

_1272199357.unknown

_1272199372.unknown

_1272199374.unknown

_1272199362.unknown

_1272199353.unknown

_1272198028.unknown

_1272199024.unknown

_1272199063.unknown

_1272199208.unknown

_1272199316.unknown

_1272199343.unknown

_1272199288.unknown

_1272199075.unknown

_1272199038.unknown

_1272199047.unknown

_1272199030.unknown

_1272198281.unknown

_1272198395.unknown

_1272199016.unknown

_1272198369.unknown

_1272198173.unknown

_1272198228.unknown

_1272198129.unknown

_1272196999.unknown

_1272197792.unknown

_1272197905.unknown

_1272197992.unknown

_1272197867.unknown

_1272197221.unknown

_1272197694.unknown

_1272197053.unknown

_1272196862.unknown

_1272196914.unknown

_1272196950.unknown

_1272196871.unknown

_1272196454.unknown

_1272196601.unknown

_1272196338.unknown

_1272119911.unknown

_1272186665.unknown

_1272187387.unknown

_1272194906.unknown

_1272195625.unknown

_1272195861.unknown

_1272195920.unknown

_1272195649.unknown

_1272195671.unknown

_1272195682.unknown

_1272195656.unknown

_1272195637.unknown

_1272195605.unknown

_1272195610.unknown

_1272194924.unknown

_1272187529.unknown

_1272193830.unknown

_1272194138.unknown

_1272187562.unknown

_1272187445.unknown

_1272187235.unknown

_1272187277.unknown

_1272187331.unknown

_1272187253.unknown

_1272186876.unknown

_1272186901.unknown

_1272186789.unknown

_1272123427.unknown

_1272123614.unknown

_1272123652.unknown

_1272123759.unknown

_1272123633.unknown

_1272123502.unknown

_1272123604.unknown

_1272123483.unknown

_1272123008.unknown

_1272123306.unknown

_1272123411.unknown

_1272122741.unknown

_1272122819.unknown

_1272122975.unknown

_1272120300.unknown

_1272122676.unknown

_1272119924.unknown

_1272120048.unknown

_1272119158.unknown

_1272119205.unknown

_1272119326.unknown

_1272119396.unknown

_1272119670.unknown

_1272119340.unknown

_1272119302.unknown

_1272119313.unknown

_1272119293.unknown

_1272119186.unknown

_1272119195.unknown

_1272119199.unknown

_1272119191.unknown

_1272119167.unknown

_1272119176.unknown

_1272119162.unknown

_1271605921.unknown

_1271608180.unknown

_1271769447.unknown

_1271777982.unknown

_1271778196.unknown

_1271778393.unknown

_1272119142.unknown

_1272119154.unknown

_1271778493.unknown

_1271778593.unknown

_1272119136.unknown

_1271778517.unknown

_1271778423.unknown

_1271778346.unknown

_1271778359.unknown

_1271778268.unknown

_1271778039.unknown

_1271778150.unknown

_1271778002.unknown

_1271776908.unknown

_1271777915.unknown

_1271777927.unknown

_1271777886.unknown

_1271777906.unknown

_1271776726.unknown

_1271776745.unknown

_1271774674.unknown

_1271774684.unknown

_1271774696.unknown

_1271774665.unknown

_1271609033.unknown

_1271768846.unknown

_1271768869.unknown

_1271769436.unknown

_1271768856.unknown

_1271609368.unknown

_1271609692.unknown

_1271609891.unknown

_1271609890.unknown

_1271609512.unknown

_1271609189.unknown

_1271609201.unknown

_1271609059.unknown

_1271608496.unknown

_1271608647.unknown

_1271608967.unknown

_1271608584.unknown

_1271608330.unknown

_1271608383.unknown

_1271608453.unknown

_1271608313.unknown

_1271606192.unknown

_1271606728.unknown

_1271608101.unknown

_1271608148.unknown

_1271606825.unknown

_1271606525.unknown

_1271606553.unknown

_1271606590.unknown

_1271606515.unknown

_1271606054.unknown

_1271606070.unknown

_1271606158.unknown

_1271605972.unknown

_1271605692.unknown

_1271605781.unknown

_1271605885.unknown

_1271605898.unknown

_1271605808.unknown

_1271605746.unknown

_1271605765.unknown

_1271605722.unknown

_1271604441.unknown

_1271604484.unknown

_1271605668.unknown

_1271604453.unknown

_1271604407.unknown

_1271604427.unknown

_1271604394.unknown

_1271516238.unknown

_1271602383.unknown

_1271603666.unknown

_1271603990.unknown

_1271604186.unknown

_1271604289.unknown

_1271604312.unknown

_1271604331.unknown

_1271604229.unknown

_1271604253.unknown

_1271604275.unknown

_1271604202.unknown

_1271604117.unknown

_1271604152.unknown

_1271604079.unknown

_1271604103.unknown

_1271604008.unknown

_1271603906.unknown

_1271603944.unknown

_1271603967.unknown

_1271603805.unknown

_1271603841.unknown

_1271603877.unknown

_1271603682.unknown

_1271603343.unknown

_1271603555.unknown

_1271603590.unknown

_1271603596.unknown

_1271603576.unknown

_1271603581.unknown

_1271603434.unknown

_1271603553.unknown

_1271603554.unknown

_1271603530.unknown

_1271603368.unknown

_1271603396.unknown

_1271602546.unknown

_1271602610.unknown

_1271603322.unknown

_1271602559.unknown

_1271602480.unknown

_1271602518.unknown

_1271602412.unknown

_1271600692.unknown

_1271601766.unknown

_1271602325.unknown

_1271602356.unknown

_1271602368.unknown

_1271602338.unknown

_1271602284.unknown

_1271602318.unknown

_1271601955.unknown

_1271601396.unknown

_1271601687.unknown

_1271601740.unknown

_1271601409.unknown

_1271601335.unknown

_1271601359.unknown

_1271601380.unknown

_1271601343.unknown

_1271601327.unknown

_1271516634.unknown

_1271600532.unknown

_1271600556.unknown

_1271600675.unknown

_1271600537.unknown

_1271516879.unknown

_1271516905.unknown

_1271517118.unknown

_1271516687.unknown

_1271516503.unknown

_1271516585.unknown

_1271516610.unknown

_1271516544.unknown

_1271516374.unknown

_1271516458.unknown

_1271516337.unknown

_1271509379.unknown

_1271514148.unknown

_1271514904.unknown

_1271515356.unknown

_1271515507.unknown

_1271516184.unknown

_1271516221.unknown

_1271515795.unknown

_1271515922.unknown

_1271515748.unknown

_1271515381.unknown

_1271515231.unknown

_1271515252.unknown

_1271515194.unknown

_1271514435.unknown

_1271514682.unknown

_1271514896.unknown

_1271514587.unknown

_1271514317.unknown

_1271514324.unknown

_1271514307.unknown

_1271511634.unknown

_1271512582.unknown

_1271513603.unknown

_1271513900.unknown

_1271513412.unknown

_1271513602.unknown

_1271512725.unknown

_1271512523.unknown

_1271512557.unknown

_1271512495.unknown

_1271509650.unknown

_1271509695.unknown

_1271511606.unknown

_1271509656.unknown

_1271509417.unknown

_1271509579.unknown

_1271509595.unknown

_1271509614.unknown

_1271509498.unknown

_1271509567.unknown

_1271509405.unknown

_1271506508.unknown

_1271506945.unknown

_1271508500.unknown

_1271508523.unknown

_1271508677.unknown

_1271508512.unknown

_1271508161.unknown

_1271508173.unknown

_1271507021.unknown

_1271507236.unknown

_1271506663.unknown

_1271506774.unknown

_1271506939.unknown

_1271506696.unknown

_1271506638.unknown

_1271506649.unknown

_1271506555.unknown

_1271506130.unknown

_1271506362.unknown

_1271506423.unknown

_1271506471.unknown

_1271506394.unknown

_1271506172.unknown

_1271506195.unknown

_1271506146.unknown

_1271505804.unknown

_1271505995.unknown

_1271506022.unknown

_1271505811.unknown

_1271505208.unknown

_1271505243.unknown

_1271505696.unknown

_1271505109.unknown

_1271505179.unknown

_1271495173.unknown

_1271503211.unknown

_1271504210.unknown

_1271504849.unknown

_1271504944.unknown

_1271504984.unknown

_1271505003.unknown

_1271504960.unknown

_1271504890.unknown

_1271504916.unknown

_1271504871.unknown

_1271504403.unknown

_1271504599.unknown

_1271504656.unknown

_1271504464.unknown

_1271504364.unknown

_1271504395.unknown

_1271504335.unknown

_1271503727.unknown

_1271503993.unknown

_1271504059.unknown

_1271504081.unknown

_1271504040.unknown

_1271503877.unknown

_1271503985.unknown

_1271503804.unknown

_1271503224.unknown

_1271503377.unknown

_1271503680.unknown

_1271503429.unknown

_1271503238.unknown

_1271503233.unknown

_1271503217.unknown

_1271503221.unknown

_1271503214.unknown

_1271495344.unknown

_1271501877.unknown

_1271502808.unknown

_1271503204.unknown

_1271503208.unknown

_1271503095.unknown

_1271503199.unknown

_1271503135.unknown

_1271503033.unknown

_1271502168.unknown

_1271502358.unknown

_1271502442.unknown

_1271502522.unknown

_1271502194.unknown

_1271502127.unknown

_1271502157.unknown

_1271501888.unknown

_1271496566.unknown

_1271501791.unknown

_1271501813.unknown

_1271501771.unknown

_1271495626.unknown

_1271496148.unknown

_1271495398.unknown

_1271495499.unknown

_1271495205.unknown

_1271495261.unknown

_1271495333.unknown

_1271495337.unknown

_1271495283.unknown

_1271495329.unknown

_1271495225.unknown

_1271495229.unknown

_1271495221.unknown

_1271495209.unknown

_1271495187.unknown

_1271495196.unknown

_1271495201.unknown

_1271495191.unknown

_1271495180.unknown

_1271495183.unknown

_1271495177.unknown

_1271432234.unknown

_1271432581.unknown

_1271435488.unknown

_1271435803.unknown

_1271436858.unknown

_1271437115.unknown

_1271437418.unknown

_1271437612.unknown

_1271495166.unknown

_1271495170.unknown

_1271437613.unknown

_1271437473.unknown

_1271437611.unknown

_1271437582.unknown

_1271437466.unknown

_1271437257.unknown

_1271437399.unknown

_1271437233.unknown

_1271436915.unknown

_1271436941.unknown

_1271436889.unknown

_1271436598.unknown

_1271436719.unknown

_1271436784.unknown

_1271436622.unknown

_1271436534.unknown

_1271436555.unknown

_1271436505.unknown

_1271436108.unknown

_1271436449.unknown

_1271435583.unknown

_1271435633.unknown

_1271435769.unknown

_1271435601.unknown

_1271435541.unknown

_1271435554.unknown

_1271435519.unknown

_1271435194.unknown

_1271435369.unknown

_1271435449.unknown

_1271435476.unknown

_1271435380.unknown

_1271435296.unknown

_1271435321.unknown

_1271435277.unknown

_1271432609.unknown

_1271432619.unknown

_1271434783.unknown

_1271432614.unknown

_1271432592.unknown

_1271432603.unknown

_1271432586.unknown

_1271432396.unknown

_1271432511.unknown

_1271432560.unknown

_1271432569.unknown

_1271432574.unknown

_1271432565.unknown

_1271432528.unknown

_1271432533.unknown

_1271432515.unknown

_1271432420.unknown

_1271432484.unknown

_1271432506.unknown

_1271432425.unknown

_1271432408.unknown

_1271432415.unknown

_1271432402.unknown

_1271432306.unknown

_1271432370.unknown

_1271432382.unknown

_1271432390.unknown

_1271432376.unknown

_1271432317.unknown

_1271432362.unknown

_1271432311.unknown

_1271432282.unknown

_1271432294.unknown

_1271432300.unknown

_1271432287.unknown

_1271432271.unknown

_1271432277.unknown

_1271432239.unknown

_1271431975.unknown

_1271432114.unknown

_1271432196.unknown

_1271432223.unknown

_1271432228.unknown

_1271432201.unknown

_1271432180.unknown

_1271432186.unknown

_1271432175.unknown

_1271432050.unknown

_1271432095.unknown

_1271432110.unknown

_1271432074.unknown

_1271431990.unknown

_1271432045.unknown

_1271431980.unknown

_1271431894.unknown

_1271431953.unknown

_1271431964.unknown

_1271431969.unknown

_1271431959.unknown

_1271431925.unknown

_1271431934.unknown

_1271431898.unknown

_1271431853.unknown

_1271431884.unknown

_1271431889.unknown

_1271431879.unknown

_1271431844.unknown

_1271431848.unknown

_1271431840.unknown

_1271329694.unknown

_1271431174.unknown

_1271431446.unknown

_1271431520.unknown

_1271431744.unknown

_1271431764.unknown

_1271431771.unknown

_1271431775.unknown

_1271431767.unknown

_1271431750.unknown

_1271431760.unknown

_1271431747.unknown

_1271431726.unknown

_1271431736.unknown

_1271431739.unknown

_1271431730.unknown

_1271431529.unknown

_1271431723.unknown

_1271431524.unknown

_1271431480.unknown

_1271431500.unknown

_1271431508.unknown

_1271431512.unknown

_1271431516.unknown

_1271431504.unknown

_1271431490.unknown

_1271431494.unknown

_1271431484.unknown

_1271431462.unknown

_1271431471.unknown

_1271431475.unknown

_1271431467.unknown

_1271431454.unknown

_1271431457.unknown

_1271431450.unknown

_1271431330.unknown

_1271431392.unknown

_1271431426.unknown

_1271431436.unknown

_1271431440.unknown

_1271431430.unknown

_1271431418.unknown

_1271431422.unknown

_1271431395.unknown

_1271431369.unknown

_1271431383.unknown

_1271431387.unknown

_1271431378.unknown

_1271431358.unknown

_1271431362.unknown

_1271431338.unknown

_1271431281.unknown

_1271431306.unknown

_1271431314.unknown

_1271431319.unknown

_1271431310.unknown

_1271431293.unknown

_1271431297.unknown

_1271431289.unknown

_1271431200.unknown

_1271431273.unknown

_1271431278.unknown

_1271431204.unknown

_1271431181.unknown

_1271431196.unknown

_1271431177.unknown

_1271430875.unknown

_1271430972.unknown

_1271431089.unknown

_1271431135.unknown

_1271431142.unknown

_1271431168.unknown

_1271431139.unknown

_1271431110.unknown

_1271431123.unknown

_1271431126.unknown

_1271431132.unknown

_1271431114.unknown

_1271431102.unknown

_1271431052.unknown

_1271431059.unknown

_1271431063.unknown

_1271431055.unknown

_1271431013.unknown

_1271431016.unknown

_1271431048.unknown

_1271431006.unknown

_1271431010.unknown

_1271430988.unknown

_1271430920.unknown

_1271430950.unknown

_1271430963.unknown

_1271430968.unknown

_1271430955.unknown

_1271430929.unknown

_1271430943.unknown

_1271430947.unknown

_1271430934.unknown

_1271430925.unknown

_1271430896.unknown

_1271430910.unknown

_1271430914.unknown

_1271430906.unknown

_1271430887.unknown

_1271430891.unknown

_1271430879.unknown

_1271430756.unknown

_1271430819.unknown

_1271430858.unknown

_1271430866.unknown

_1271430871.unknown

_1271430862.unknown

_1271430836.unknown

_1271430850.unknown

_1271430854.unknown

_1271430843.unknown

_1271430846.unknown

_1271430829.unknown

_1271430833.unknown

_1271430822.unknown

_1271430799.unknown

_1271430806.unknown

_1271430816.unknown

_1271430803.unknown

_1271430786.unknown

_1271430790.unknown

_1271430760.unknown

_1271430782.unknown

_1271430703.unknown

_1271430725.unknown

_1271430742.unknown

_1271430746.unknown

_1271430732.unknown

_1271430717.unknown

_1271430721.unknown

_1271430706.unknown

_1271338577.unknown

_1271429862.unknown

_1271430095.unknown

_1271430645.unknown

_1271429882.unknown

_1271342594.unknown

_1271348089.unknown

_1271348909.unknown

_1271349083.unknown

_1271349260.unknown

_1271349990.unknown

_1271348921.unknown

_1271348100.unknown

_1271344984.unknown

_1271344990.unknown

_1271344811.unknown

_1271340588.unknown

_1271340595.unknown

_1271339625.unknown

_1271340574.unknown

_1271340580.unknown

_1271338854.unknown

_1271338876.unknown

_1271330293.unknown

_1271332830.unknown

_1271334878.unknown

_1271336571.unknown

_1271337755.unknown

_1271336012.unknown

_1271333568.unknown

_1271333817.unknown

_1271332851.unknown

_1271331759.unknown

_1271332798.unknown

_1271332818.unknown

_1271332767.unknown

_1271330356.unknown

_1271330365.unknown

_1271330335.unknown

_1271329967.unknown

_1271330071.unknown

_1271330163.unknown

_1271330284.unknown

_1271330100.unknown

_1271329780.unknown

_1271329880.unknown

_1271329906.unknown

_1271329925.unknown

_1271329953.unknown

_1271329892.unknown

_1271329819.unknown

_1271329711.unknown

_1271329756.unknown

_1271329701.unknown

_1268148756.unknown

_1270390148.unknown

_1270396807.unknown

_1270911759.unknown

_1270913595.unknown

_1270913697.unknown

_1270913857.unknown

_1271329690.unknown

_1270913843.unknown

_1270913636.unknown

_1270913654.unknown

_1270913612.unknown

_1270911873.unknown

_1270913580.unknown

_1270913331.unknown

_1270913406.unknown

_1270911888.unknown

_1270911838.unknown

_1270911853.unknown

_1270911780.unknown

_1270397188.unknown

_1270398276.unknown

_1270911705.unknown

_1270911739.unknown

_1270398355.unknown

_1270398084.unknown

_1270398259.unknown

_1270398041.unknown

_1270397053.unknown

_1270397078.unknown

_1270397162.unknown

_1270397057.unknown

_1270397026.unknown

_1270397040.unknown

_1270396896.unknown

_1270396924.unknown

_1270396858.unknown

_1270393728.unknown

_1270394016.unknown

_1270394463.unknown

_1270396730.unknown

_1270396748.unknown

_1270395060.unknown

_1270394280.unknown

_1270394320.unknown

_1270394237.unknown

_1270393926.unknown

_1270393959.unknown

_1270393895.unknown

_1270393915.unknown

_1270393752.unknown

_1270391849.unknown

_1270392655.unknown

_1270392722.unknown

_1270393662.unknown

_1270392692.unknown

_1270392539.unknown

_1270392625.unknown

_1270392508.unknown

_1270391435.unknown

_1270391798.unknown

_1270391509.xls
Лист1

		-10		-1619

		-9		-1231

		-8		-909

		-7		-647

		-6		-439

		-5		-279

		-4		-161

		-3		-79

		-2		-27

		-1		1

		0		11

		1		9

		2		1

		3		-7

		4		-9

		5		1

		6		29

		7		81

		8		163

		9		281

		10		441





Лист1

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0



x

f(x)

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0



Лист2

				a		b		c		f(a)		f( c)		|b-a|

		1		-2		-1		-1.5		-27		-10.375		1

		2		-1.5		-1		-1.25		-10.375		-4.078125		0.5

		3		-1.25		-1		-1.125		-4.078125		-1.392578125		0.25

		4		-1.125		-1		-1.0625		-1.392578125		-0.1604003906		0.125

		5		-1.0625		-1		-1.03125		-0.1604003906		0.4286804199		0.0625

		6		-1.0625		-1.03125		-1.046875		-0.1604003906		0.1363716125		0.03125





Лист3

		






_1270391586.unknown

_1270391356.unknown

_1270391393.unknown

_1270390194.unknown

_1270390606.unknown

_1269700700.unknown

_1270313929.unknown

_1270389737.unknown

_1270389986.unknown

_1270390045.unknown

_1270390123.unknown

_1270389996.unknown

_1270389911.unknown

_1270389931.unknown

_1270389882.unknown

_1270389691.unknown

_1270389704.unknown

_1270314009.unknown

_1270389586.unknown

_1270389667.unknown

_1270314136.unknown

_1270313951.unknown

_1270313618.unknown

_1270313759.unknown

_1270313904.unknown

_1270313914.unknown

_1270313845.unknown

_1270313709.unknown

_1270313725.unknown

_1270313699.unknown

_1270313578.unknown

_1270313596.unknown

_1270313481.unknown

_1270313512.unknown

_1270313392.unknown

_1270313418.unknown

_1270313256.unknown

_1268150965.unknown

_1269700670.unknown

_1269700690.unknown

_1268151159.unknown

_1268746230.unknown

_1268151142.unknown

_1268150008.unknown

_1268150814.unknown

_1268150854.unknown

_1268150926.unknown

_1268150488.unknown

_1268150521.unknown

_1268148976.unknown

_1268149042.unknown

_1268148764.unknown

_1268058711.unknown

_1268144118.unknown

_1268146644.unknown

_1268148632.unknown

_1268148678.unknown

_1268148726.unknown

_1268148652.unknown

_1268146761.unknown

_1268148086.unknown

_1268148125.unknown

_1268147848.unknown

_1268146660.unknown

_1268144292.unknown

_1268146420.unknown

_1268146626.unknown

_1268144307.unknown

_1268144163.unknown

_1268144223.unknown

_1268144144.unknown

_1268143684.unknown

_1268143951.unknown

_1268144045.unknown

_1268144087.unknown

_1268144005.unknown

_1268143721.unknown

_1268143830.unknown

_1268143705.unknown

_1268143238.unknown

_1268143534.unknown

_1268143546.unknown

_1268143275.unknown

_1268059364.unknown

_1268059496.unknown

_1268061392.unknown

_1268143216.unknown

_1268061362.unknown

_1268059464.unknown

_1268059328.unknown

_1267613935.unknown

_1267891548.unknown

_1267891688.unknown

_1268058649.unknown

_1268058675.unknown

_1268058577.unknown

_1267891629.unknown

_1267891671.unknown

_1267891555.unknown

_1267614239.unknown

_1267891443.unknown

_1267891467.unknown

_1267890164.unknown

_1267891394.unknown

_1267890100.unknown

_1267614085.unknown

_1267614104.unknown

_1267613980.unknown

_1192782749.unknown

_1267612563.unknown

_1267613873.unknown

_1267613919.unknown

_1267612653.unknown

_1267613306.unknown

_1267613356.unknown

_1267613815.unknown

_1267613331.unknown

_1267613169.unknown

_1267613215.unknown

_1267613154.unknown

_1267612647.unknown

_1267612278.unknown

_1267612488.unknown

_1267612529.unknown

_1267612361.unknown

_1267612381.unknown

_1192782879.unknown

_1193562351.unknown

_1194110982.unknown

_1192782846.unknown

_1141382706.unknown

_1192782563.unknown

_1192782643.unknown

_1160780514.unknown

_1160791510.unknown

_1141382707.unknown

_1141382696.unknown

_1141382704.unknown

_1141382688.unknown

_1141382691.unknown

_1064829526.unknown

_1137621164.unknown

