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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время компьютерное моделирование играет 

важную роль в проектировании технических изделий. Это свя-

зано как с усложнением объектов исследования, так и с ростом 

возможностей ЭВМ. Распространенное мнение о всемогуществе 

современных ЭВМ часто порождает впечатление, что математи-

ки избавились от всех хлопот, связанных с решением задач, и 

разработка новых методов для их решения не требуется. В дей-

ствительности это не так, поскольку все время появляются но-

вые более сложные задачи, начинают решаться комплексные за-

дачи, математическое моделирование проникает в те области, 

где раньше его не было, например, в биологию, медицину, со-

циологию и другие сферы.  

Математическое моделирование – это описание на абст-

рактном математическом языке различных явлений и процессов. 

Математическая модель объекта или явления – набор формул, 

таблиц, уравнений, описывающих поведение этого объекта или 

явления. Этапы математического моделирования: 

1) уточнение наиболее существенных фактов, свойств описы-

ваемого объекта или явления; 

2) построение математической модели – системы уравнений: 

алгебраических, функциональных, в частных производных; 

3) нахождение решений, точно или с помощью приближенных 

методов, которые специально разрабатывают для решения 

той или иной задачи; 

4) проверка адекватности модели: соответствие полученных 

решений основным существенным фактам, экспериментам, 

если необходимо – уточнение модели, т.е. введение в мо-

дель новых уравнений или добавление новых слагаемых в 

существующие уравнения; 

5) параметрические исследования на основе построенной мо-

дели; получение новых сведений об объекте. 

Цель настоящего курса – дать представление о математиче-

ских основах методов, используемых для научных и инженер-

ных расчетов. Разработкой таким методов занимается приклад-

ная математика, которая тесно связана с другими разделами ма-
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тематики, такими как алгебра, математический и функциональ-

ный анализ, теория вероятностей, дифференциальные уравне-

ния, теория функций комплексного переменного и уравнения в 

частных производных. Это значит, что специалист, который ис-

пользует методы прикладной математики для решения задач в 

своей области науки или техники, должен быть знаком со всеми 

этими разделами.  

Учебное пособие предназначено для использования в учеб-

ном процессе магистрантами НГАСУ (Сибстрин), обучающими-

ся по направлению 270800.68 «Строительство», курс М.1.Б.1.3 

«Специальные разделы высшей математики». Основная цель 

этого курса – дать представление о многообразии математиче-

ских моделей и методов, возникающих в процессе научно-ис-

следовательской и проектной деятельности в области строи-

тельства; научить подбирать и модифицировать методы при-

кладной математики для решения поставленной задачи из пред-

метной области и анализировать полученное решение. Данный 

курс является неотъемлемой частью математической подготовки 

в соответствии с требованиями, отраженными в федеральном 

государственном стандарте.  

В пособии приведены сведения из линейной алгебры, 

функционального анализа, дифференциальных уравнений, урав-

нений в частных производных и численных методов, необходи-

мые для понимания и активного освоения методов прикладной 

математики, которые рассматриваются, в частности, в рамках 

последующего курса М.2.Б.1.3 «Методы решения задач строи-

тельства».  

Пособие состоит из двенадцати тем, организованных в три 

раздела, введения и библиографического списка. Темы, состав-

ляющие разделы, пронумерованы по порядку в пределах посо-

бия. Формулы, рисунки и примеры имеют двойную нумерацию 

с учетом номера раздела.  
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РАЗДЕЛ 1. СВЕДЕНИЯ ИЗ АЛГЕБРЫ  

И ФУНКЦИОНАЛЬНОГО АНАЛИЗА 

Тема 1. Погрешности приближенного решения 

Любой приближенный метод нуждается в оценке погреш-

ности и понимании того, как она влияет на конечный результат. 

При численном решении прикладных задач неизбежно появле-

ние ошибок или погрешностей.  

1.1. Источники погрешностей 

Общая погрешность включает в себя: 

1) П1 – погрешности задачи, связанные с приближенным ха-

рактером исходной модели, невозможностью учесть все 

факторы, упрощением исходной математической модели, 

неточностью измерений. Эти погрешности относятся к не-

устранимым;  

2) П2 – погрешности метода, связанные со способом решения 

поставленной математической задачи и появлением в ре-

зультате подмены исходной нелинейной модели последова-

тельности более простых (линейных) моделей. Эта погреш-

ность является устранимой, поскольку при разработке чис-

ленных методов она отслеживается и доводится до сколь 

угодно малого уровня; 

3) П3 – погрешность округлений, обусловленная необходимо-

стью выполнять арифметические операции над числами на 

ЭВМ, которая требует их усечения до определенного коли-

чества разрядов. 

Общая погрешность задачи есть сумма всех погрешностей: 

П = П1 + П2 + П3. 

1.2. Погрешности арифметических операций  

Пусть AA
~

,  – два близких числа (точное и приближение), 

тогда AAA
~

  – абсолютная погрешность, 
A

A
A


  – отно-
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сительная погрешность, AA   и AA    – оценки (границы) 

погрешностей. Зачастую найти A , A  трудно, но можно оце-

нить A  и A .  

Пусть известны yx  ,  – абсолютные оценки погрешностей 

чисел x, y соответственно. Можно показать, что при сложении, 
вычитании, умножении и делении чисел абсолютные погрешно-
сти складываются, т.е.  

yxyx


 ;  yxyx   ;  yxyx  / . 

Оценим относительную погрешность суммы: 

*)()(
)( 


 




























yx

yx

yx

yx

yxyxyx

yx
yx

yxyxyx , 

где ),max(* yx   , следовательно, суммарная относительная 

погрешность не превосходит наибольшей относительной по-
грешности слагаемых.  

С вычитанием дело обстоит хуже: 

yx
yx

yx







)( , 

и поскольку x, y могут быть близкими, то в знаменателе появ-
ляется малое число, что приводит к большой погрешности. Это 
явление называют потерей точности при вычитании близких 
чисел. 

Часто возникает обратная задача теории погрешностей: 
какую точность должны иметь исходные данные, чтобы на вы-
ходе получить результат заданной точности.  

При больших количествах однотипных вычислений всту-
пают в силу статистические законы формирования погрешно-
стей. Можно показать, что математическое ожидание абсолют-
ной погрешности суммы n слагаемых с одинаковым уровнем аб-
солютных погрешностей при достаточно большом n пропорцио-

нально n , т.е. арифметическое усреднение результатов изме-

рений увеличивает точность. Прямое применение вероятностно-
статистических оценок весьма сложно, и часто их заменяют 
простыми правилами действий над приближенными числами 
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(технический подход), впервые предложенными русским мате-
матиком и механиком А.Н. Крыловым: 
1) приближенное число должно записываться так, чтобы в нем 

все значащие цифры, кроме последней, были верными; 
2) при сложении и вычитании приближенных чисел в резуль-

тате следует сохранять столько десятичных знаков, сколько 
их было в слагаемом с наименьшим количеством десятич-
ных знаков после запятой; 

3) при умножении и делении в результате следует сохранять 
столько знаков, сколько их было в умножаемом с наимень-
шим числом значащих цифр; 

4) все результаты промежуточных вычислений должны иметь 
один-два запасных знака. 
Таким образом, при техническом подходе к учету погреш-

ности приближенных вычислений предполагается, что в самой 
записи чисел содержится информация о его точности. Прямая 
выгода от применения приведенных правил может быть получе-
на лишь при ручном счете, однако их знание помогает интер-
претировать компьютерные расчеты, а иногда и правильно их 
организовать.  

1.3. Погрешности машинной арифметики  

При проведении расчетов на ЭВМ нужно иметь представ-
ление о погрешностях машинной арифметики. В основу за-
поминающего устройства компьютера положены однотипные 
физические устройства, имеющие r устойчивых состояний. Как 
правило, r есть степень числа 2: r = 2, 4, 8, 16 и т.д. Каждому 
арифметическому числу ставится в соответствие одинаковое ко-
личество таких элементов (машинное слово), и с помощью бо-
лее простых элементов задается знак числа. Упорядоченные 
элементы образуют разрядную сетку машинного слова, в каж-
дом r-м элементе можно записать одно из базисных чисел: 
0, 1, …, r – 1. 

Для представления чисел в компьютере используется два 
способа: с фиксированной и плавающей запятой. При записи 
числа с фиксированной запятой кроме упомянутых r базисных 
чисел и длины машинного слова k указывается также l – количе-
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ство разрядов, выделяемых под дробную часть. Таким образом, 
любое вещественное число отображается с помощью конечной 
последовательности  

.......

......

1
1

01
1

2
2

1
1

121

l
klklklk

ikik

kikikfix

rrrrrr

a















 

Диапазон представляемых таким образом чисел определя-
ется положительным и отрицательным числами с наибольшими 
цифрами, равными (r – 1) во всех (k – l) разрядах до запятой, а 
абсолютная точность такого представления зависит от порядка 
первого отброшенного после запятой числа, т.е. r

 –(l + 1)
. 

В основе более распространенного представления вещест-
венного числа с плавающей запятой лежит экспоненциальная 
форма записи: 

,p
float rMa   

где r – основание, p – порядок, а r
–1 

< M < 1 – мантисса. Если под 
мантиссу выделяется l, а под порядок m элементов длины r, то 
машинное слово в такой системе имеет следующую структуру: 
 

Знак порядка Порядок Знак мантиссы Мантисса 

 m  разрядов  l  разрядов 

 
Любое вещественное число в этой форме записи представляется 

как   
 rrrra l

lfloat   )...( 2

2

1

1 , 

где  – целое число из промежутка [ – r
m
, r

m
 – 1 ]. Следовательно, 

все вещественные числа с плавающей запятой лежат в диапазо-

не ],[
mm rr rr . Для положительных чисел можно определить 

машинный нуль 
mrr 

и машинную бесконечность 1 mrr . Типич-
ная ошибка, возникающая при расчетах на ЭВМ, – это так назы-
ваемое переполнение (overflow), означающее, что в процессе 
расчета возникли числа, выходящие за границы  машинного ну-
ля или машинной бесконечности.  

В современных персональных компьютерах на базе процес-
соров Intel в соответствии со стандартом IEEE754 предусматри-
вается существование двух двоичных форматов с плавающей 
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запятой: с одинарной (single) и двойной (double) точностью. 
В числах с одинарной точностью под мантиссу выделяется 
24 разряда, а с двойной точностью – 53 разряда. Таким образом, 

для одинарной точности машинный нуль равен M0  10
–38

, а ма-

шинная бесконечность – M  10
38

. Для двойной точности эти 
значения равны 10

–308
 и 10

308
 соответственно.  

В разных языках программирования этим представлениям 
соответствуют разные типы данных. Например, в языке Pascal 
это real и extended, в Си – float и double, в Fortran – real и double 
precision.  

Следует помнить, что при выполнении на ЭВМ арифметиче-
ских операций с числами, лежащими на границе точности, мож-
но получить нарушение привычных законов ассоциативности и 
дистрибутивности. Поэтому надо применять алгоритмы расчета, 
которые не выводят результаты за границы машинного нуля и 
машинной бесконечности. 

Тема 2. Основные понятия алгебры  

и функционального анализа 

2.1. Метрика, метрическое пространство 

Пусть X – множество элементов произвольной природы, 
объединенных по какому-то признаку. Множество X назовем 
метрическим пространством, если любой паре его элементов  

Xyx,  сопоставляется вещественное число ρ (x, y), называе-

мое расстоянием между x и y, или метрикой, которое удовле-
творяет следующим трем аксиомам: 

1. ρ (x, y)  0, причем из того, что ρ (x, y) = 0, следует, что 
x = y. 

2. ρ (x, y) = ρ (y, x). 

3. ρ (x, y)  ρ (x, z) + ρ (z, y), где Xz .  
Последняя аксиома называется неравенством треуголь-

ника, поскольку отражает свойство сторон треугольника на 
плоскости: сумма длин любых двух сторон не может быть 
меньше длины третьей стороны. В одном множестве метрика 
может быть задана различными способами. Две метрики 
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ρ1 (x, y) и ρ2 (x, y) называются эквивалентными, если 

c1ρ1 (x, y)  ρ2 (x, y)  c2ρ1 (x, y)   ,х Xy . 

Элемент x метрического пространства называется пределом 

бесконечной последовательности 
nnx }{ , если ρ (xn, x)n  0. 

В этом случае говорят, что последовательность }{ nx сходится по 

метрике пространства X. 
Примеры метрических пространств: 
1) множество вещественных чисел X = R с метрикой  

ρ (x, y) = x – y ; 
2) X = R

2
, элементами которого являются пары веществен-

ных чисел ),( 21 xxx  , ),( 21 yyy   и т.д.  

Можно определить несколько метрик, например, 

2

22

2

11 )()(),( yxyxyx   (евклидова метрика), 

 2211 ,max),( yxyxyx  , 

2211),( yxyxyx  . 

Аналогично можно определить конечномерные про-
странства R

3
, R

4
, …, R

n
, для которых обобщаются все 

приведенные выше метрики;  
3) множество всех вещественных функций, непрерывных 

на отрезке [a, b], для которого введены: 

 равномерная метрика, порождающая на X простран-

ство С1[a, b]: )()(max))(),((
],[

tytxtytx
bat




 ;  

 среднеквадратичная метрика, порождающая на X 

пространство L2[a, b]:   

b

a

dttytxtytx
2

)()())(),(( . 

2.2. Линейное пространство, базис 

Пусть X – множество каких-либо элементов; R – множество 

вещественных чисел. Определим над элементами Xba, , 

α  R, операции сложения и умножения на вещественное число:  

X ccba    , , X ba . 
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Пространство X называется линейным, а его элементы ba,

называются векторами, если X cba ,,  справедливы аксио-

мы: 

1) коммутативности сложения abba  ; 

2) ассоциативности сложения     сbaсba  ; 

3) существования нулевого элемента X0 , такого, что 

Xa  справедливо ;0 aa   

4) существования обратного элемента Xa , такого, что 

0 aa ; 

5) ассоциативности умножения на скаляр 

   aa   ; 

6) дистрибутивности   ,baba  

  aaa   . 

Подмножество Y линейного пространства X называется 

линейным многообразием. Будем говорить, что много-

образие Y замкнуто, если  

YY  bacba    ,,    и   YR  ab     , . 

Замкнутое линейное многообразие называется подпро-

странством. Примерами подпространств являются плоскость в 

трехмерном пространстве, линия на плоскости и т.д. 

Система векторов Xnaaa ..., ,, 21  называется линейно не-

зависимой, если из того, что  

0...2211  nnaaa   

следует, что 0...21  n . В противном случае векторы 

называются линейно зависимыми, и один из них может быть 

представлен в виде линейной комбинации остальных. Действи-

тельно, пусть 01  , тогда вектор 1a  можно представить в виде 

линейной комбинации naa ..., ,2 : 






































n

i

iin
n aaaaa

21

3

1

3
2

1

2
1 ... 












. 
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Базисом линейного многообразия X называется множество 

линейно независимых векторов Xneee ..., ,, 21 , таких, что каж-

дый вектор Xx  может быть выражен в виде линейной ком-

бинации векторов базиса nneeex   ...2211 . Веществен-

ные числа n ..., ,, 21  называют координатами вектора x  в ба-

зисе neee ..., ,, 21 .  

Говорят, что многообразие X порождено векторами базиса 

neee ..., ,, 21 , n – размерность многообразия. В конечномерном 

линейном многообразии или векторном пространстве, порож-

денном n базисными векторами: 

 каждое множество n линейно независимых векторов яв-

ляется базисом; 

 всякое множество из m < n векторов не является базисом; 

 каждое множество из m > n векторов линейно зависимо. 

 

Примеры базисов в пространстве R
2
: 

 


















1

0
,

0

1
21 ee .  

Проверим, что векторы линейно независимы: 






















0
0

1
0

0
10 212211  ee , 

.0
001

010
21

21

21














 

 


















1

0
,

1

1
21 gg . Проверка линейной независимости: 






















0
0

1
0

1
10 212211  gg , 

0
011

001
21

21

21 












. 
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2.3. Норма, нормированное пространство 

Линейное пространство X называется нормированным, 

если любому его вектору x  поставлено в соответствие вещест-

венное число x , называемое нормой, которое удовлетворяет 

следующим свойствам: 

1) X xx 0 , и если ,0x то 0x ; 

2) R  xx ; 

3) X yxyxyx , . 

Как и метрика, норма в каждом пространстве не единствен-

на. Можно доказать, что всякое нормированное пространство 

является метрическим. Действительно, пусть yxyx ),( . 

Покажем, что выполнены все аксиомы метрики:  

1) 0),(  yxyx  по свойству нормы.  

Если 0),( yx , то yxyxyx  00 ; 

2)  )()1(),( xyyxyx

),(1 xyxyxy  ; 

3) ).,(),(),( yzzxyzzxyzzxyx    

Если метрическое пространство с метрикой  линейно, то в 

нем можно ввести норму равенством )0 ,(0 xxx  , т.е. 

норма вектора – это расстояние от него до нулевого вектора, ко-

торое обязательно присутствует в векторном пространстве. 

Примеры нормированных пространств: 

1. Пусть R
n
 – множество n-мерных векторов с веществен-

ными координатами )..., ,,( 21 nxxxx  , для которых нор-

му можно определить как: 

 i
ni

xx



0
max  ; 

 



n

i

ixx
1

2

2
; 
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n

i

ixx
1

1
; 

 

p
n

i

p

ip
xx

/1

1









 



. 

2. В пространстве функций x(t), заданных на отрезке [a, b], 

норму можно определить как  

 )(max)(
] ,[1

txtx
batС 

 ; 

  

b

a

L
dttxtx

2
)()(

2

. 

2.4. Скалярное произведение, гильбертово пространство 

Линейное пространство X называется предгильбертовым, 

или пространством со скалярным произведением, если любой 

паре его элементов yx,  можно поставить в соответствие веще-

ственное число, называемое скалярным произведением и обо-

значаемое  yx , , которое удовлетворяет следующим свойствам: 

1)    xyyx ,,  ; 

2)       X zzyzxzyx ,,, ; 

3)     R  yxyx ,, ; 

4)   ,0, xx  если   ,0, xx  то 0x . 

Можно определить норму вектора как  xxx ,  (само-

стоятельно доказать, что выполняются все аксиомы нормы). 

В таком случае говорят, что норма порождена скалярным про-

изведением. В пространстве со скалярным произведением лю-

бые два элемента связаны неравенством Коши – Буняковского: 

     yyxxyx ,,,
2

 , 

из которого следует неравенство Коши – Шварца: 

  yxyx , . 
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В пространствах со скалярным произведением можно опре-

делить сильную и слабую сходимость. Будем говорить, что  по-

следовательность }{ nx  пространства X сходится к x  в сильном 

смысле: xx
n

n


 , если она сходится по норме, т.е. 0



n

n xx . 

Последовательность векторов }{ nx  пространства X сходится к 

x  слабо: xx
n

n


 , если Xy     yxyx
n

n ,,


 . Предгильбер-

тово пространство называется гильбертовым пространством H, 

если предел любой последовательности, сходящейся в сильном 

смысле, принадлежит H, т.е. пространство H – полное.   

 

Примеры гильбертовых пространств.  

 Евклидово пространство n-мерных векторов с вещест-

венными координатами  

.),(),..., ,,(),..., ,,(
1

2121 i

n

i

inn yxyxyyyyxxxx 


  

 Пространство бесконечных вещественных последова-

тельностей ,}{ ,...,1  nnxx  для которых существует 

 2lim n
n

x


. Тогда скалярное произведение можно опреде-

лить как i

i

i yxyx 





1

),( .  

 Пространства вещественных функций )(tx , определен-

ных на отрезке [a, b], для которых существует   dttx

b

a


2

)(

. Тогда    

b

a

dttytxtytx )()()(),( . 

2.5. Углы между векторами, теорема о разложении 

Наличие скалярного произведения позволяет измерять не 

только расстояния, но и углы между элементами гильбертова 
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пространства (векторами) и переносить на абстрактные про-

странства многие геометрические свойства двух- и трехмерных 

пространств. Определим «косинус» угла между векторами: 

]1,1[
),(

),cos( 



yx

yx
yx , 

и на основе этого введем понятие параллельных и ортогональ-

ных векторов. Параллельными будут векторы yx, , для которых 

.1),cos( yx  Два вектора Hyx,  называются ортогональ-

ными, т.е. yx  , если   0, yx . Элемент Hx  ортогонален 

множеству HM  , т.е. Mx , если он ортогонален каждому 

элементу My . Тождество  

2222
22 yxyxyx   

называется равенством параллелограмма, поскольку оно анало-

гично формуле, связывающей сумму длин диагоналей паралле-

лограмма и его периметр. 

Теорема о разложении. Пусть Hx  – элемент гильберто-

во пространства, M – подпространство H; тогда существует 

единственная пара векторов ,  , zy  где My , Mz , та-

ких, что zyx   (без доказательства). 

Элемент y  называется проекцией элемента x  на подпро-

странство M, вектор MH  zz ,  – расстоянием от элемента 

x  до множества M, множество элементов Mz  – ортогональ-

ным дополнением M. Следствием теоремы о разложении явля-

ется аналог теоремы Пифагора: 
222

zyx  . 

2.6. Ортогональный базис. Ортогонализация 

Пусть в гильбертовом пространстве H размерности n задан 

базис   ni
ie ,...,1 . Любой элемент H можно разложить по этому 

базису:  
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n

i

i

i

n

i

i

i ebeaba
11

,,, H , 

ii  ,  – координаты векторов ba ,  в базисе  ie . Вычислим 

скалярное произведение векторов: ij

n

j

n

i

ij gba  
 


1 1

),(  , где 

 ijgG   матрица, содержащая попарные скалярные произведе-

ния векторов базиса ).,( ji

ij eeg   Система базисных векторов 

neee ..., ,, 21
 называется ортонормированной, если 










ji

ji
ee ij

ji

,0

,1
),(  . 

Каждая система попарно ортогональных ненулевых эле-

ментов линейно независима. Наибольшее число векторов в та-

кой системе не может превышать размерность пространства, по-

этому ортонормированная система может служить базисом про-

странства. Векторы Hba,  могут быть представлены в виде 

линейной комбинации векторов ортонормированного базиса: 

j
n

j

jea 



1

 , 
j

n

j

jeb 



1

 , 

где       



n

j

jj

n

j

j
j

j
j

j baaebea
11

22
,,, ,, ,  . 

Простота вычисления нормы, координат и скалярного про-

изведения векторов делает ортонормированный базис наиболее 

удобным для использования. Любой базис можно сделать орто-

нормированным с помощью специального процесса ортогона-

лизации векторов. 

Пусть 
mxxxx ..., ,,, 321

 – система линейно независимых век-

торов в пространстве m
R . Построим ортонормированную сис-

тему векторов 
mzzzz ...,  ,,, 321

, которая также будет базисом в 
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пространстве m
R . Векторы 

kz  можно построить по следующей 

схеме: 

,,
1

1
111

y

y
zxy     .,,

2

2
211222

y

y
zzzxxy   

Проверим, что векторы ортогональны, т.е.   0, 12 zy : 

           0,,,,,, 1112121112212  zzzxzxzzzxxzy ,  

так как   1,
2

111  zzz . Далее строим 
3z : 

   
3

3
322311333 ,,,

y

y
zzzxzzxxy   

и проверяем, что 
3z  ортогонален 

2z ,
1z  и т.д. Все вновь постро-

енные векторы 
kz  линейно выражаются через 

kx , и, наоборот, 
kx  выражается через 

kz . Ни один из построенных векторов 
kz  

не может обратиться в 0. Действительно, пусть на некотором  

k-м шаге получен нулевой вектор 
kz . Поскольку 

kz  линейно 

выражается через 
kxxx ..., ,, 21
, это означает линейную зависи-

мость системы векторов 
kxxx ..., ,, 21
, что невозможно, т.к. эти 

векторы входят в базис.  

Тема 3. Линейные операторы, матрицы и их спектр 

3.1. Линейные операторы 

Оператором, действующим на векторном пространстве X, 

называется отображение, т.е. правило, по которому элементу 

Xx  ставится в соответствие элемент y , принадлежащий, во-

обще говоря, другому пространству Y: xAy  , или YX:A

.  

Пусть X, Y – линейные пространства; X21, xx . Опера-

тор yxA :  называется аддитивным, если  

X 212121 ,)( xxxAxAxxA , 
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и однородным, если  

RX   xxAxA )( . 

Оператор А называется линейным, если он аддитивен и од-

нороден, другими словами, если он дистрибутивен: 

22112211 )( xAxAxxA   . 

Если X, Y – нормированные пространства, оператор 

YX:A  называется ограниченным, если существует кон-

станта C, такая, что xCxA  . Наименьшая из всех таких 

констант C называется нормой оператора А. Таким образом, 

имеет место неравенство  

 xAxA  , 

которое называют условием согласования норм.   

Оператор YX:A  называется непрерывным в точке 

Xx , если для любой последовательности Xnx , таких, что 

xx
n

n


 , справедливо xAxA
n

n


 , т.е. 0



n

n xAxA  при 



n

n xx 0 . Для линейных операторов непрерывность в одной 

точке влечет непрерывность во всей области; и непрерывность 

равносильна ограниченности.  

Над линейными операторами можно определить операции 

сложения: BAU  , если ,X xxBxAxU  и умножения 

на константу: AV  , если X xxAxV      . Множество 

линейных непрерывных операторов с определенными таким об-

разом операциями само образует линейное пространство.  

Определим произведение линейных операторов. Пусть 

ZY:A , YX:B . Оператор ZX:C  является произ-

ведением A и B, если    xBAxBAxC  . Если A, B – ли-

нейные непрерывные операторы, то оператор C = AB тоже ли-

неен и непрерывен, причем BAAB  . 

Пусть X – нормированное пространство, определим I – то-

ждественный оператор в X, отображающий любой элемент в се-

бя: X xxxI     . Если XX:, BA , XX :BA , и мож-
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но определить степени оператора: AAAAAAA  32 ,  и т.д., 

причем .nAA
nn   

Пусть XX:A , yxA  . Обратным оператором 

XX :1A  называется такой оператор, что IAAAA   11 . 

Наличие ограниченного обратного оператора 
1A  для оператора 

XX:A  означает, что существует константа 0 , такая, 

что xxA   , т.е. оператор A невырожден. Для обратного 

оператора выполняется 


11 A . Если оператор A имеет об-

ратный, то уравнение yxA   имеет решение yAx 1 . 

Теорема Банаха. Пусть X – линейное пространство; 

XX:A  – линейный оператор. Если 1 qA , то опе-

ратор   XX  :AI  имеет непрерывный обратный опера-

тор, который можно представить в виде бесконечного ряда:  

  ......21


 kAAAIAI , 

причем 
q

AI


 

1

1
)( 1

. 

Ядром линейного оператора YX:A  является множест-

во векторов ,Xx  таких, что 0xA . Если ядро оператора A 

состоит из одного нулевого элемента, то он имеет обратный. 

Размерность ядра, т.е. число линейно независимых векторов, 

входящих в ядро, называется дефектом линейного оператора. 

Образом линейного оператора YX:A  называется множест-

во всех элементов xAy  . Рангом линейного оператора назы-

вается размерность образа линейного оператора.  

Ранг невырожденного оператора 
nnA RR :  равен n, а де-

фект равен 0. Пусть 
mnA RR :  и размерность ядра оператора 

равна l. Можно показать, что m + l = n.  

 



 26 

3.2. Матрицы и операции над ними 

Выберем в пространстве  базис 
neee ..., ,, 21

. Как известно, 

любой вектор может быть представлен в виде линейной комби-

нации векторов базиса 



n

j

j

jexx
1

. Подействуем на вектор ба-

зиса 
je  линейным преобразованием nnA RR : . Так как ре-

зультатом будет также вектор из n
R , разложим его по базису 

neee ..., ,, 21
: 

...., ,1,
1

njeaeA k
n

k

kj
j 



 

В силу линейности оператора A имеем 





  
 

)...(...

)...()...(

2
2

1
1

2
2

22
1

1221
2

21
1

111

1 111

n
nnnnn

n
n

n
n

k
n

j

n

k

kjj
j

n

j

j
j

n

j

j

eaeaeax

eaeaeaxeaeaeax

eaxeAxexAxA

.)...(...

)...( )...(

11

2211

2222211
2

1122111
1








n

k

jkk

n

j

j
nnnnn

n

nnnn

axeaxaxaxe

axaxaxeaxaxaxe

 

Пусть nyyy ..., ,, 21  – координаты вектора xAy   в том же 

базисе 
neee ..., ,, 21

, т.е. 



n

j

j

jeyy
1

. В силу единственности 

разложения по базису имеем 



n

k

jkkj axy
1

, или 

nnnnnn

nn

nn

axaxaxy

axaxaxy

axaxaxy







...

...

...

...

2211

22222112

11221111
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Таким образом, линейному оператору A в базисе 
neee ..., ,, 21

 со-

ответствует квадратная матрица (число строк равно числу 

столбцов), которой присвоим такое же имя: 



















nnn

n

aa

aa

A

...

.........

...

1

111

. 

Важным примером линейного оператора является преобра-

зование xAy   вектор-столбцов nx R  в вектор-столбцы 

my R , которое однозначно определяется матрицей из m строк 

и n столбцов (в общем случае nm  ).  

Пусть 
nj
miij

nj
miij bBaA ,...,1

,...,1
,...,1
,...,1 }{,}{ 



   – матрицы одинаковой 

размерности. Для них можно определить операцию сложения: 

njmibaccCBAC ijijij
nj
miij ..., ,1,..., ,1,,}{, ,...,1

,...,1  
 , 

умножения на числовую константу:  

njmiaccCAC ijij
nj
miij ..., ,1,..., ,1,,}{, ,...,1

,...,1  
  . 

Операцию умножения матриц можно определить для матриц 

,}{,}{ ,...,1
,...,1

,...,1
,...,1

lj
niij

nj
miij bBaA 



   тогда  

kj

n

k

ikij
lj
miij baccCBAC 




 

1

,...,1
,...,1 ,}{  , . 

Можно показать, что для матричных операций справедливо:  

 A + B = B + A 

 (A + B) + C = A + (B + C) 

 (AB)  C = A  (B  C) 

 существование нулевой матрицы O: A + O = A  

 существование обратной по отношению к операции 

сложения матрицы –A, такой, что A + ( –A ) = O 
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 существование единичной матрицы I, 

AI = IA = A, 























1...00

............

0...10

0...01

I  

 AB  BA (нет коммутативности операции умножения) 

 существование обратной A 
–1

 для невырожденных мат-

риц AA–1
 = A

–1
A = I 

Невырожденность матрицы означает, что ее определитель 

отличен от 0: .0)det( A  

Для матриц можно ввести норму, согласованную с евклидо-

вой нормой векторного пространства: 

xAA
x 1

sup


 , j
j

n

i

ij
j

xxaA max,max
1

 


. 

3.3. Преобразование матрицы при переходе к новому базису 

Пусть линейный оператор, отображающий mn
RR   в ба-

зисе 
neee ..., ,, 21

, имеет матрицу 
mj
niijaA ,...,1

,...,1}{ 
 , а в базисе 

nggg ..., ,, 21  – матрицу 
mj
niijaA ,...,1

,...,1}{ 


 . Найдем, как связаны 

между собой матрицы AA , . 

Обозначим через 
nj
niijcC ,...,1

,...,1}{ 
  матрицу перехода от базиса 

neee ..., ,, 21
 к базису nggg ..., ,, 21 , т.е. 

ii eCg  . Матрицу С 

можно связать с некоторым линейным преобразованием 
nn

RR  . Поскольку это преобразование переводит базис в ба-

зис, дефект этого оператора равен 0. Следовательно, оператор С 

невырожден, и для него существует обратный 
1C , 

nigCe ii ..., ,1,1   .  

Поскольку А – матрица оператора в базисе nggg ..., ,, 21 , то 
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j
n

j

ij

i gagA 



1

. 

Применяя к обеим частям равенства оператор 
1C , получим  








 
n

j

j

ij

j
n

j

ij

j
n

j

ij

i eagCagaCgAC
11

1

1

11
. 

Подставляя в левую часть равенство 
ii eCg  , получим 




 
n

j

j

ij

i eaeACC
1

1
, 

а это означает, что матрицей оператора CAC 1
 в базисе 

neee ..., ,, 21
 является матрица A , т.е.  

ACAC 1
. (1.1) 

Применим к обеим частям последнего равенства матрицу C :  

ACCA  .    (1.2) 

3.4. Собственные значения и собственные векторы  

Как было отмечено выше, вид матрицы линейного преобра-

зования, действующего в пространстве, зависит от базиса. Для 

каждой матрицы существует некоторый собственный базис, в 

котором матрица имеет наиболее простую структуру, например, 

диагональный вид. Для того, чтобы найти такой вид матрицы и 

соответствующую ей систему координат, введем понятие собст-

венного числа и собственного вектора матрицы.  

Пусть A  – матрица линейного оператора, отображающего 
nn

RR  . Числовая константа  называется собственным зна-

чением, а ненулевой вектор x  – соответствующим  собствен-

ным вектором матрицы А, если  

xxA  .    (1.3) 

Равенство (1.3) можно записать также в виде  

  0 xIAxB  , 

где I – единичный (тождественный оператор). Последнее равен-

ство означает, что вектор x  принадлежит ядру линейного опе-
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ратора IAB  . Чтобы найти ненулевое решение, необходи-

мо, чтобы определитель матрицы был равен нулю: 

  0det  IA  . (1.4) 

Следовательно, чтобы найти собственные значения и собствен-

ные векторы матрицы, необходимо решить характеристиче-

ское (вековое) уравнение (1.4), а затем подставить полученные 

значения  в уравнение (1.3) и, решив систему линейных алгеб-

раических уравнений (СЛАУ), найти компоненты собственного 

вектора. Поскольку матрица СЛАУ вырождена, ее собственный 

вектор находится с точностью до константы.  

Множество всех собственных значений матрицы называет-

ся спектром, максимальное по модулю собственное значение 

max
  – спектральным радиусом. На основе спектра может 

быть введена норма матрицы 
max

A , которая согласована 

с евклидовой нормой вектора 



n

i

ixx
1

2
. С помощью собст-

венных значений вычисляется важная характеристика, которая 

называется обусловленностью матрицы: 

 
min

max1




 AAAcond . 

При нахождении собственных значений могут возникнуть 

различные ситуации, например, вековое уравнение не имеет ве-

щественных корней, или некоторые из корней кратные. Крат-

ным собственным значениям может соответствовать один соб-

ственный вектор, два или больше линейно независимых собст-

венных вектора. Рассмотрим несколько примеров.  

 

Пример 1.1. Найдем собственные значения матрицы  

.
63

25








A  
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Запишем вековое уравнение: 

  024116)6()5(
63

25
det 2 




 




IA

Решая квадратное уравнение, получим 

.3,8;
2

511

2

24412111
212,1 





   

Подставляем 1 в (1.3), получим СЛАУ  







































023

023

0

0

863

285

21

21

2

1

xx

xx

x

x
, 

решением которой будут векторы, у которых 21 23 xx  , на-

пример, ).3,2(x  Найдем второй собственный вектор y , 

отвечающий собственному значению  = 3: 

.
033

022

0

0

363

235
21

21

21

2

1
yy

yy

yy

y

y







































 

Вторым собственным вектором будет )1,1( y . Прове-

рим, что векторы yx,  линейно независимы. Пусть 

021  yx  . После подстановки в равенство векторов 

)3,2(x , )1 ,1( y  получим однородную систему с не-

нулевым определителем: .0
03

02
21

21

21 












 

Пример 1.2. Пусть .
10

11








A  Вековое уравнение 

,0)1( 2   значит, 121   . Ищем собственный вектор: 



























0

0

00

10

2

1

x

x
, 

откуда 12 ,0 xx   – произвольно, например, 11 x . Второго 

собственного вектора нет.  
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Пример 1.3. Найти собственные значения и собственные 

векторы матрицы .

466

353

331























A  

  .0

466

353

331

0det 















IA  

Раскладываем определитель по первой строке: 















66

53
3

46

33
)3(

46

35
)1(








     

     







61233632)1(

18)5(6318)4(3318)4)(5()1(

2

01216

183691822

3

322








 

Ищем целочисленные решения кубического уравнения, 

проверяя значения ,...2 ,1  . В результате подстановки 

находим первый корень .21   Выделяя множитель 

 2  из кубического полинома, получим квадратное 

уравнение 0822    с действительными корнями 

.4,2 32    Обозначим собственные векторы, отве-

чающие найденным собственным значениям ,221    

43  , как zyx ,,  соответственно. 

Подставляя 43   в (1.3), получим систему для определе-

ния собственного вектора z :  

066

0393

0333

21

321

321







zz

zzz

zzz

, 
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в которой после несложных преобразований останется два 

независимых уравнения: 









02

0

32

21

zz

zz
. 

Полагая ,12 z  получим собственный вектор z = (1, 1, 2). 

Ищем собственные векторы, соответствующие кратному 

собственному значению 221   . После преобразова-

ний остается одно независимое уравнение 0321  xxx , 

которое задает целую плоскость собственных векторов.  

Полагая 0,1 32  xx , 1,0 32  yy , получим два линейно 

независимых собственных вектора )0 ,1 ,1(x  и )1 ,0 ,1(y

. Проверяем, что полученная система собственных векторов 

линейно независима. Пусть 0321  zyx  . Тогда  














02

0

0

32

31

321







. 

Определитель однородной системы равен 4, следовательно, 

она имеет единственное решение 0321   , откуда 

следует линейная независимость векторов zyx ,, . 

3.5. Приведение матрицы к диагональному виду 

В предыдущих примерах было показано, что система собст-

венных векторов матрицы линейного оператора, отображающе-

го nn
RR  , соответствующих разным собственным значениям, 

линейно независима. Если матрица имеет полную систему соб-

ственных векторов, то они образуют базис в пространстве n
R , в 

котором исходная матрица имеет наиболее простой вид. Матри-

цы, которые имеют базис, составленный из собственных векто-

ров, называются матрицами простой структуры. Они могут быть 

приведены к диагональному виду, причем на диагонали будут 

стоять собственные значения матрицы. Это означает, что ли-
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нейное преобразование, соответствующее данной матрице, яв-

ляется преобразованием растяжения по характерному направле-

нию, задаваемому собственным вектором.  

Для приведения матрицы к диагональному виду использу-

ют линейное преобразование, матрица которого составлена из 

столбцов, являющихся собственными векторами. Не всякая мат-

рица имеет простую структуру, следовательно, не каждая может 

быть приведена к диагональному виду. 

 

Пример 1.4. Приведем к диагональному виду матрицу из 

Примера 1.1. Запишем найденные собственные векторы в 

матрицу преобразования 











13

12
C  и найдем обратную 













23

11

5
11C .  

Проверка:  1CC I





















10

01

2333

2232

5
1 . 

Применяя (1.1), получим 

  CACA 1









43

22

5
1 .

63

25

















13

12
= 









30

08
, 

т.е. в результате перехода к новому базису получена диаго-

нальная матрица, на главной диагонали которой стоят соб-

ственные значения. В дальнейшем полезно иметь не только 

ортогональный, но и ортонормированный базис. Вычислим 

евклидову норму векторов: 

2)1(1,1332 2222  yx , 

следовательно, 
T

T

y

y
e

x

x
e 







 









2
1,

2
1  ,

13
3,

13
2 21 . 
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2g  

 

1g  

 

1e  

2e  

Пример 1.5. 

Для матрицы из Примера 1.3 найдены собственные векторы  

)0 ,1 ,1(x , )1 ,0 ,1(y , z = (1, 1, 2), из которых образуем  
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2
11C . 

(Проверить, что ICCCC   11
.) 

Приводим к диагональному виду:   CACA 1
 

= 
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2
1 .
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400

020

002

. 

Пример 1.6. Покажем пример линейного преобразования, мат-

рица которого не может быть приведена к диагональному виду. 

Рассмотрим оператор поворота системы координат ) ,( 21 ee на 

плоскости на заданный угол   (см. рисунок).  

Базисные векторы новой 

системы координат имеют 

вид: 

).cos,sin(

 ;)sin,cos(

2

1









g

g
 

Следовательно, матрицей 

преобразования будет 

.
cossin

sincos







 





A  

Преобразование поворота  

           системы координат 
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Характеристическое уравнение для нахождения собствен-

ных значений имеет вид 

 

1coscos

01cos2sincos2cos

,0sincos

2

2,1

2222

22













 

Уравнение имеет вещественный корень 1  в случае  

..., ,2 ,1,1cos01cos2  kkD   

что соответствует тривиальному решению поворота на угол, 

кратный . Во всех остальных случаях матрица преобразова-

ний не имеет вещественных собственных значений. 

3.6. Сопряженный оператор. Квадратичная форма 

Пусть A – линейный оператор в гильбертовом пространстве 

H. Если существует такой оператор B, что H yx,  справед-

ливо ),(),( yBxyxA  , то оператор B называется сопряжен-

ным к A и обозначается A
*
. Сопряженным к оператору поворота 

системы координат на угол  (см. Пример 1.6) является опера-

тор обратного поворота, т.е. поворот на угол – .  

Матрицей сопряженного оператора будет транспонирован-

ная матрица: A
* 

= A
T
. Можно доказать следующие свойства со-

пряженных операторов: 

   ***
BABA  ; 

    ,**
AA   – вещественная константа; 

   ***
ABBA  ; 

 
*, AA  имеют одинаковые характеристические уравнения 

и, следовательно, одинаковые собственные значения. 

Оператор называется самосопряженным, если H yx,  

),(),( yAxyxA  , т.е. 
*AA  . Легко понять, что матрица само-

сопряженного оператора симметрична, т.е. A = A
T
. Важным 

свойством самосопряженных операторов является то, что они 

имеют простую структуру, т.е. обладают полным набором веще-
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ственных собственных значений и соответствующих им собст-

венных векторов.  

С каждой симметричной матрицей связана так называемая 

квадратичная форма ),( xAx , представляющая собой уравне-

ние кривой второго порядка. Действительно, пусть n = 2: 

2

2222112

2

111

2

1

2212

1211

21 2),(),( xaxxaxa
x

x

aa

aa
xxxAx 
















 . 

Верно и обратное, т.е. каждой квадратичной форме соответству-

ет своя симметричная матрица. Поскольку симметричная мат-

рица имеет простую структуру, то она может быть приведена к 

диагональному виду. Для квадратичной формы это означает от-

сутствие смешанных произведений вида jixx ji   , , или приве-

дение к главным осям. 

Квадратичная форма и соответствующая ей матрица поло-

жительно определена, если  xxAx    0),( Н. Можно пока-

зать, что все собственные значения симметричной положитель-

но определенной матрицы положительны.  

 

Пример 1.7.  

Привести к каноническому виду квадратичную форму 

323121

2

3

2

2

2

1 2625 xxxxxxxxx  . 

Составим матрицу, определяющую квадратичную форму: 



















113

151

311

A . 

Поскольку матрица симметричная, она имеет полный набор 

вещественных собственных значений и собственных векто-

ров, следовательно, ее можно привести к диагональному 

виду. Находим собственные значения  

  03670det 23  IA , 6,3,2 321    

и соответствующие им собственные векторы  
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6,

1

2

1

,3,

1

1

1

,2,

1

0

1






















































 yzyyxx . 

Следовательно, канонический вид формы имеет вид 
2

3

2

2

2

1 632 yyy  ,  

а матрица преобразования координат xCy   составлена из 

нормированных собственных векторов: 
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2
1
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1

3
1

2
1

C . 

Тема 4. Системы линейных алгебраических уравнений 

С алгеброй матриц связаны следующие задачи:  

 решение СЛАУ; 

 вычисление определителей матриц; 

 нахождение обратных матриц; 

 отыскание спектра и собственных векторов. 

Все методы решения СЛАУ можно разбить на два класса: 

прямые (точные) и итерационные (приближенные).  

Прямые методы позволяют получить решение за конечное 

число арифметических операций. Если операции реализуются 

точно, то и решение будет точным (поэтому класс прямых мето-

дов еще называют точными методами). В итерационных мето-

дах решением является предел некоторой бесконечной последо-

вательности единообразных действий.  

В данном пособии описаны методы решения СЛАУ, у кото-

рых число уравнений совпадает с числом неизвестных. 
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Задана СЛАУ размерности m, которую можно записать в 
скалярном: 
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векторном: 
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или матричном виде:  

fxA


 ,     (1.5) 

где  
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, 

A – матрица системы, f


 – вектор правых частей, x


 – вектор не-

известных. Назовем расширенной матрицей системы матри-

цу A , дополненную столбцом вектора правых частей: 























mmmm
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faa
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1

2221

1111

. 

Система имеет решение, если det A  0. По определению реше-

ния, подставив вектор x


 в СЛАУ, получим m тождественных 

уравнений.  
Эффективность способов решения системы (1.5) во многом 

зависит от структуры и свойств матрицы A: размерности, обу-
словленности, симметричности, заполненности (т.е. соотноше-
ния между числом ненулевых и нулевых элементов) и др.  
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4.1. Точные методы решения СЛАУ 

При небольшой размерности системы m (m = 2, 3) на прак-

тике часто используют формулы Крамера решения СЛАУ:  

A

A
x i

i
det

det
  (i = 1, 2, …, m). 

Эти формулы позволяют находить неизвестные в виде дро-

бей, знаменателем которых является определитель матрицы сис-

темы, а числителем – определители матриц Ai, полученных из A 

заменой столбца коэффициентов при вычисляемом неизвестном 

столбцом вектора правых частей.  

Размерность системы (т.е. число m) является главным фак-

тором, из-за которого формулы Крамера не могут быть ис-

пользованы для численного решения СЛАУ большого порядка. 

При непосредственном раскрытии определителей решение сис-

темы с m неизвестными требует порядка m!m арифметических 

операций. Таким образом, для решения системы, например, из  

m = 100 уравнений потребуется совершить 10
158

 операций, что 

не под силу даже самым мощным современным ЭВМ.  

Для решения небольших систем используют метод обрат-

ной матрицы. Если det A  0, то существует обратная матрица  

A
–1

. По определению обратной матрицы: A A
–1 

= A
–1

 A = I, где I – 

единичная матрица. Если обратная матрица известна, то, умно-

жая на нее СЛАУ слева, получим:  

., , 1111 fAx fAxI fAxAA
    

Следовательно, решение СЛАУ свелось к умножению известной 

обратной матрицы на вектор правых частей. Таким образом, за-

дача решения СЛАУ и задача нахождения обратной матрицы 

связаны между собой, поэтому часто решение СЛАУ называют 

задачей обращения матрицы. Проблемы применения этого ме-

тода те же, что и при использовании метода Крамера: нахожде-

ние обратной матрицы – трудоемкая операция.  

Наиболее популярным точным способом решения линей-

ных систем вида (1.5) является метод Гаусса, или последова-

тельного исключения неизвестных. Метод состоит из двух эта-

пов: прямого и обратного. На первом этапе исходная система с 



 41 

помощью эквивалентных преобразований сводится к системе с 

треугольной матрицей, на втором этапе решается система с тре-

угольной матрицей. Эквивалентными преобразованиями будут 

следующие преобразования расширенной матрицы А: 

 перестановка строк; 

 умножение строк на ненулевую константу; 

 сложение строк. 

Используя эти преобразования, перепишем исходную систему 

так, чтобы один из коэффициентов столбца был равен 1, а все 

коэффициенты, стоящие ниже, были равны 0.   

Пусть в исходной системе уравнений 
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первый элемент 0)0(
11 a . Назовем его ведущим элементом пер-

вой строки. Поделим все элементы этой строки на )0(
11a  и исклю-

чим x1 из всех последующих строк, начиная со второй, путем 

вычитания первой (преобразованной), умноженной на коэффи-

циент при 1x  в соответствующей строке. Получим  
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Если 0)1(
22 a , то, продолжая аналогичное исключение, при-

ходим к системе уравнений с верхней треугольной матрицей 
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Из нее в обратном порядке находим все значения xi: 
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Процесс приведения к системе с треугольной матрицей на-

зывается прямым ходом, а нахождения неизвестных – обратным. 

В случае, если один из ведущих элементов равен нулю, изло-

женный алгоритм метода Гаусса неприменим. Кроме того, если 

какие-либо ведущие элементы малы, то это приводит к увеличе-

нию ошибок округления и ухудшению точности счета. Поэтому 

обычно используется другой вариант метода Гаусса – схема Га-

усса с выбором главного элемента. Путем перестановки строк, а 

также столбцов с соответствующей перенумерацией коэффици-

ентов и неизвестных добиваются выполнения условия: 
)0()0(

ijii aa  ,       i, j = 1, 2, …, m, 

т.е. осуществляется выбор первого главного элемента. Разделив 

первую строку на главный элемент, как и прежде, исключают x1 

из остальных уравнений. Затем для оставшихся столбцов и 

строк выбирают второй главный элемент и т.д.  

Метод Гаусса – Жордано использует аналогичный прием с 

исключением элементов в столбцах матрицы таким образом, 

чтобы перевести исходную систему fxA


  к fxA 


, где A  – 

диагональная матрица. Этот метод можно использовать для на-

хождения обратной матрицы, для чего в расширенную матрицу 
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надо включить единичную матрицу. Преобразования в строках, 

приводящие исходную матрицу к диагональному виду, будут 

переводить единичную матрицу в обратную, а вектор правых 

частей – в решение СЛАУ.   

 

Пример 1.8. Решить СЛАУ   















6

32

2

321

321

321

xxx

xxx

xxx
 

методом Гаусса – Жордано и найти обратную матрицу. Запи-

сываем расширенную матрицу и с помощью эквивалентных 

преобразований переводим матрицу системы в единичную: 

 A I f 

1 1 –
 
1 1 0 0 2 

–
 
2 1 1 0 1 0 3 

1 1 1 0 0 1 6 

 

Прибавляем ко второй строке первую, умноженную на 2, а 

из третьей вычитаем первую: 

1 1 –
 
1 1 0 0 2 

0 3 –
 
1 2 1 0 7 

0 0 2 –
 
1 0 1 4 

 

Делим вторую строку на 3 и вычитаем ее из первой: 

1 0 3
1  

3
1  

3
1  

0 3
1  

0 1 3
1  

3
2  

3
1  

0 3
7  

0 0 2 –
 
1 0 1 4 

 

Делим последнюю строку на 2 и прибавляем ее с коэффи-

циентом 
3

1  к первой строке и с коэффициентом 
3

1  – ко 

второй: 
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1 0 0 0 3
1  

3
1  

1 

0 1 0 2
1  

3
1  

6
1  

3 

0 0 1 2
1  

0 2
1  

2 

 I   
1A    x  

Выполняя проверку fxAIAA   ,1
, убеждаемся, что 

решение найдено правильно. 

 

Часто возникает необходимость в решении СЛАУ, матрицы 

которых являются слабо заполненными, т.е. содержат много ну-

левых элементов. В то же время эти матрицы имеют определен-

ную структуру. Среди таких систем выделим системы с матри-

цами ленточной структуры, в которых ненулевые элементы рас-

полагаются на главной диагонали и на нескольких побочных 

диагоналях. Для решения систем с ленточными матрицами ко-

эффициентов вместо метода Гаусса можно использовать более 

эффективные методы, например, метод прогонки.  

Рассмотрим наиболее простой случай: систему с трехдиаго-

нальной матрицей коэффициентов, к которой сводится решение 

ряда численных задач (сплайн-интерполяция таблично заданной 

функции, дискретизация краевых задач для дифференциальных 

уравнений методами конечных разностей и др.). В этом случае 

СЛАУ имеет вид: 

 

12111 fxbxc   (1.6) 

iiiiiii fxbxcxa   11 ,    i = 2, 3, …, m – 1 (1.7) 

mmmmm fxcxa 1  (1.8) 

 

Матрица системы (1.6)
 
–

 
(1.8) имеет трехдиагональную структу-

ру, что хорошо видно из следующего эквивалентного векторно-

матричного представления: 
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.  

Если при этом выполняется условие  iii abc  , то говорят, что 

матрица данной системы имеет диагональное преобладание.  

Предположим, что существуют такие наборы чисел αi и βi,  

i = 2, 3, …, m, при которых 

111   iiii xx  .   (1.9) 

Записав уравнение (1.6) в виде (1.9):  

1

1

2

1

1

1
c

f
x

c

b
x  , 

получим формулы для определения α2, β2: 

1

1
2

c

b
 , 

1

1
2

c

f
 .   (1.10) 

Уменьшим в (1.9) индекс на единицу: iiii xx  1 , и под-

ставим полученное выражение в (1.7): 

iiiiiiiiii fxbxcaxa  1 , 

откуда  

iii

iii
i

iii

i
i

ac

fa
x

ac

b
x





 





 1 . 

Данное равенство совпадает с (1.9), если при всех  

i = 1, 2, …, m – 1 выполняются рекуррентные соотношения 

iii

i
i

ac

b





1 , 

iii

iii
i

ac

fa









1 .  (1.11) 

Они позволяют получить все остальные коэффициенты αi, βi.  

При i = m – 1 из (1.9) получим mmmm xx  1 . 
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Подставляя это выражение в (1.8) и разрешая полученное выра-

жение относительно xm, записываем: 

mmm

mmm
m

ac

fa
x








 ,   (1.12) 

где αm и βm известны. Далее по формулам (1.9) последовательно 

находятся xm–1, xm–2, …, x1.  

Для успешного применения метода прогонки нужно, чтобы 

в процессе вычислений не возникало ситуаций с делением на 

нуль, а при больших размерностях систем не должно быть бы-

строго роста погрешностей округления.  

Будем называть прогонку корректной, если знаменатели 

прогоночных коэффициентов в формуле (1.11) не обращаются в 

нуль, и устойчивой, если |αi| < 1 при i = 1, 2, 3, …, m.  

Теорема. Пусть коэффициенты ai, bi уравнения (1.7) отлич-

ны от нуля и пусть iii abc   при i = 1, 2, 3, …, m. Тогда 

прогонка корректна и устойчива. 

Условия этой теоремы, которые во многих приложениях выпол-

няются автоматически, являются достаточными условиями кор-

ректности и устойчивости прогонки. Если эти условия не вы-

полняются, то можно организовать выбор главного элемента 

аналогично схеме Гаусса. 

4.2. Итерационные методы решения СЛАУ 

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений 

(1.5). Итерационные методы, или методы последовательных 

приближений, дают возможность построить последовательность 

векторов 





 ,, ,,, )()2()1()0( kxxxx , пределом которой должно 

быть точное решение 
)(*

lim
k

k

xx




 . 

На практике построение последовательности обрывается, 

как только достигается желаемая точность. Чаще всего для дос-

таточно малого значения 0  контролируется выполнение 

оценки  )(* kxx


.  
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Метод последовательных приближений может быть по-

строен по следующей схеме. Эквивалентными преобразования-

ми приведем систему (1.5) к виду 

dxCx


 ,       (1.13) 

где x


– тот же самый вектор, а C  и d


 – некоторые новые мат-

рица и вектор соответственно.  

При решении методом последовательных приближений не-

обходимо выбрать начальное (нулевое) приближение. За нуле-

вое приближение можно принять столбцы правых частей f


, d


 

системы (1.13) или нулевой вектор. Следующее приближение 
 1x


 определяется рекуррентным равенством  

    dxCx


 01
. 

Далее находим 
 2x


: 

    dxCx


 12
,  

и т.д. Для k-й итерации получаем  
    ...,2,1,0,1  kdxCx kk


 (1.14) 

Такой итерационный процесс будем называть одношаговым 

итерационным методом.  

Изучим вопрос о сходимости итерационного процесса, т.е. 

определим, какие нужно предъявить требования к виду матрицы 

C , чтобы последовательность 
  kx


 при k   имела пределом 

*x


, т.е. была решением системы (1.13), эквивалентной исходной 

системе (1.5): 
  *

lim xx k

k






. 

Достаточным условием сходимости итерационного мето-

да (1.13) к решению системы (1.5) при любом начальном векто-

ре 
 0x


 является требование 1C , где C  – норма матрицы С. 

В общем виде одношаговый итерационный метод можно 

записать в так называемой канонической форме: 

fxA
xx

B k

k

kk
k









 )(

)1(

)()1(
)1(


. 
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Здесь )1( kB  – матрица, задающая итерационный метод, 
1k  – 

итерационный параметр. Если EB k  )1(  (где E  – единичная 

матрица), то метод называют явным, а в противном случае –  

неявным. Если матрица )1( kB  и итерационный параметр 
)1( k  не зависят от номера итерации (    )1()1(  , kk BB ), то 

метод называют стационарным, и нестационарным – в про-

тивном случае.  

Использование неявных методов сопровождается обраще-

нием матрицы 1kB , поэтому для сохранения эффективности 

алгоритма эта матрица должна быть легко обратима (например, 
1kB  – диагональная, треугольная, трехдиагональная или орто-

гональная).  

Приведем некоторые примеры. Для этого представим мат-

рицу A  в виде 21 ADAA  , где D  – диагональная матрица, 

1A  – левая треугольная, 2A  – правая треугольная. 1A  и 2A  име-

ют нулевую главную диагональ. Ненулевые элементы всех трех 

матриц совпадают с соответствующими элементами матрицы A

. 

 Метод релаксации (простой итерации). Здесь 

EB k  )1( , а   )1(k
. 

 Итерационный метод Ричардсона. Здесь EB k  )1( , а 
)1( k  – переменный параметр. 

 Метод Якоби. DB k  )1( , а 1)1( k . 

 Метод верхней релаксации. 1
)1( ADB k  ,  1k

, 

20  , где   – заданный числовой параметр. Для 

1  как частный случай получается метод Гаусса
 
–

Зейделя. Для симметричных положительно определен-

ных матриц A  условие 20   является условием 

сходимости метода. 

Для некоторых из вышеназванных методов рассмотрим бо-

лее детально способы получения матрицы C .  
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Предположим, что диагональные элементы матрицы A ис-

ходной системы (1.5) не равны 0 (aii  0, i = 1, 2, …, m). Разре-
шим первое уравнение системы (1.5) относительно x1, второе 
относительно x2 и т.д. Получим следующую эквивалентную сис-
тему, записанную в скалярном виде: 

nnnnnnn

nn

nn

dxCxCxCx

dxCxCxCx

dxCxCxCx







 11,2211

223231212

113132121

...

....................................................

...

...

, 

что совпадает с формулой (1.13), в которой матрица C и век-

тор d


 определены по следующим формулам: 

....,,2,1,,

,0

,
ni

a

f
d

ji

ji
a

a

C
ii

i
iii

ij

ij 











   (1.15) 

Метод, основанный на таком приведении системы (1.5) к 
виду (1.13), называют методом Якоби. Теперь, задав нулевое 
приближение, по рекуррентным соотношениям (1.14) можем 
выполнять итерационный процесс.  

Условие сходимости 1C  в методе Якоби равносильно 

условию диагонального преобладания для исходной матрицы A:  

....,,2,1,
1

miaa
m

ji
j

ijii 



 

Действительно, пусть для матрицы А выполняется условие 
диагонального преобладания. Разделим обе части данного нера-

венства на iia , получим неравенство 

....,,2,1,1
1

mi
a

am

ji
j ii

ij





 

С учетом (1.15) можно перейти к следующему неравенству:  

....,,2,1,1
1

miC
m

j

ij 
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То есть сумма элементов любой строки матрицы C меньше 1. 

Выполнение такого условия равносильно выполнению условия 

сходимости метода 1max
1

1
 




m

j

ij
mi

CC . 

Под методом Гаусса –
 
Зейделя обычно понимается такое 

видоизменение одношагового итерационного метода (1.15) ре-

шения СЛАУ, в котором для подсчета i-й компоненты (k + 1)-го 

приближения 
 1k

ix  к искомому вектору *x


 используются уже 

вычисленные на этом, т.е. (k + 1)-м шаге, значения первых i – 1 

компонент 
 1

1





k

ix . Это означает, что если система (1.5) тем или 

иным способом сведена (например, с помощью метода Якоби) к 

системе (1.13) с матрицей коэффициентов С и вектором свобод-

ных членов ,d


 то ее приближение к решению по методу Зейде-

ля определяется системой равенств 
         

         

         
3,

1

11,

1

22

1

11

1

22323222

1

121

1
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11313212111

1

1
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dxCxCxCxCx
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. 

С точки зрения компьютерной реализации одношагового 

итерационного метода использование метода Гаусса –
 
Зейделя 

означает, что элементы массива x


 будут постепенно замещать-

ся новыми элементами. В связи с такой интерпретацией метод 

Гаусса –
 
Зейделя иногда называют методом последовательных 

смещений. 

Иногда исходную систему (1.5) не удается привести к ви-

ду (1.13), выполнив при этом условие сходимости метода. 

В этом случае можно воспользоваться методом релаксации. 

Этот метод основывается на соотношении  
   

  fxA
xx k

kk 







1

, 

откуда       fxAxx kkk


 1 , где τ – итерационный параметр. 

Скалярные формулы метода релаксации имеют следующий вид: 



 51 

          
          

          n

k

nnn

k

n

k

n

kk

n

k

nn

kkkk

k

nn

kkkk

fxaxaxaxx

fxaxaxaxx

fxaxaxaxx













...

..............................................................................

...

...

22111

1

222221212

1

2

112121111

1

1







. (1.16) 

Раскрыв скобки, можно привести (1.16) к виду (1.14), где коэф-

фициенты матрицы C и вектор свободных членов d


 будут 

иметь вид: ....,,2,1,,
,

,1
nifd

jia

jia
C ii

ij

ij

ij 







 




 Подбо-

ром параметра τ можно добиться сходимости метода релаксации. 
При использовании итерационных методов мы можем най-

ти решение исходной СЛАУ (1.5) лишь приближенно с заданной 
точностью. Поэтому важной проблемой является вопрос о спо-
собе остановки итерационного процесса при достижении точно-
сти. Наиболее простой способ – это сравнение между собой со-
ответствующих неизвестных с двух соседних итераций: (k + 1) и 
(k). Если максимальная из всех разностей становится меньше за-

данной точности , то итерационный процесс останавливается: 

 



1

1
max k

i
k
i

mi
xx . 

При использовании метода релаксации для остановки итераци-
онного процесса можно применить способ, связанный с вычис-
лением вектора невязки r


: 

i

m

j

k
iji fxar

j


1

, 

показывающего, насколько полученное приближение kx


 отли-

чается от точного решения. Затем вычисляется норма вектора 
невязки  

||max
1

i
mi

rr





. 

Если она мала, т.е. r


, то итерационный процесс останавли-

вается. 
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РАЗДЕЛ 2. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ 

Тема 5. Численное интегрирование и дифференцирование  

5.1. Постановка задачи численного интегрирования 

Дано: определенный интеграл вида  
b

a

dxxfI  , где функ-

ция  xf  задана на отрезке  ba, . Найти: значение определен-

ного интеграла. 

Для некоторых видов функции  xf  значение интеграла 

можно рассчитать точно, найдя первообразную и вычислив раз-

ность значений в верхнем и нижнем пределе. Однако в общем 

случае, если функция сложная либо задана дискретно, интеграл 

можно найти только приближенно, используя один из способов 

численного интегрирования. 

Методы численного интегрирования основаны на замене 

интеграла некоторой суммой  



n

k
kkn xfcI

0

. Такая замена 

следует из определения интеграла как предела суммы 

  






n

i

iii
n

xxfI
1

1 lim  , где  baxi ,  и  iii xx ,1 . Поло-

жив значение n  равным некоторому конечному числу, мы пе-

рейдем от предела к вышеописанной формуле. 

Приближенное равенство nII   называется квадратурной 

формулой, kx  – узлами, а kc  – коэффициентами квадратур-

ной формулы. Разность между точным и приближенно вычис-

ленным значениями интеграла    



n

k
kk

b

a
n xfcdxxf

0

  назы-

вается погрешностью квадратурной формулы. 
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Итак, разобьем отрезок  ba,  на n  частей точками 

bxxxxa n  ...210 . Набор этих точек называется вы-

числительной сеткой. В случае, если отрезок разбивается  

на равные части, длина которых равна h, мы получим равно-

мерную сетку: niihaxi ..., ,1 ,0 ,  . В этом случае  

    





n

i

x

x

b

a

i

i

dxxfdxxfI
1

1

 . 

Для построения квадратурной формулы на всем отрезке 

 ba,  достаточно построить квадратурную формулу на отдель-

ном отрезке  ii xx ,1  и затем полученные значения просумми-

ровать. Рассмотрим несколько основных формул численного 

интегрирования. 

5.2. Формула прямоугольников 

На отрезке  ba,  построим сетку, состоящую из n  частей и, 

соответственно, (п + 1) узла. Пусть      iii xxxxfxf , , 11   . 

Это означает, что на каждом отрезке мы интерполируем функ-

цию  xf  при помощи левой кусочно-постоянной интерполя-

ции. Тогда  

     




i

i

i

i

x

x

i

x

x

dxxfdxxf

11

  1     111  

1

 


iii

x

x

i xxxfdxxf

i

i

. 

Суммируя найденные значения, получим формулу 

    1

1

1   



  ii

n

i

i

b

a

xxxfdxxf . Она называется формулой левых 

прямоугольников. 

В случае, если расстояние (шаг) между соседними узла-

ми 
i

x  постоянный, т.е. сетка равномерная, формула примет бо-

лее простой вид:    



n

i

i

b

a

xfhdxxf
1

1 . 
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Геометрическая интерпретация метода левых прямоуголь-

ников представлена на рис. 2.1, который показывает, что точное 

значение интеграла (площадь криволинейной области под гра-

фиком  xf ) заменяется суммой площадей прямоугольников, 

построенных под кусочно-постоянной интерполирующей функ-

цией. 

Аналогично может быть получена формула правых  

прямоугольников. В этом случае используется правая ку-

сочно-постоянная интерполяция и за постоянное берется зна-

чение функции на правом конце отрезка (рис. 2.2). То есть 

при  
ii

xxx ,
1

     ixfxf  . В результате получим: 

    



n

i

iii

b

a

xxxfdxxf
1

1   или в случае постоянного шага 

   



n

i

i

b

a

xfhdxxf
1

 . 

 
 

Рис. 2.1. Метод левых  

прямоугольников 

 
 

Рис. 2.2. Метод правых  

прямоугольников 

 

Оценим погрешность формулы левых прямоугольников в 

случае постоянного шага сетки: 
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Воспользуемся разложением в ряд Тейлора в окрестности точки 

1ix : 

        iiiiii xxxxfxfxf ,, 111    . 

Тогда  
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Пусть 
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 max
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, тогда 
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Отсюда видно, что погрешность зависит от шага по пространст-

ву в первой степени, т.е. при уменьшении шага в k раз погреш-

ность также уменьшится в k раз. В этом случае говорят, что 

формула левых прямоугольников имеет первый по h  порядок 

точности. Аналогичную оценку можно получить для формулы 

правых прямоугольников. 

Если на каждом отрезке  ii xx ,1  заменить значение функ-

ции f(x) на ее значение в середине отрезка, т.е. 

   iii
xxxxfxf ,, 1

2
1 








 , получим формулу средних прямо-

угольников:  
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1  при постоянном шаге. 

Если функция  xf  задана таблично, среднее значение на 

локальном отрезке можно вычислить с помощью линейной ин-

терполяции 
2

1

2
1

ii

i

xx
x


 


, и тогда метод средних прямоуголь-

ников имеет вид:   
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Проведем аналогичные выкладки для оценки погрешности 

метода средних прямоугольников: 

     








































n

i

i

n

i
i

x

x

n

i
i

b

a

n xhfdxxfxfhdxxf
i

i
11

2
1

1
2

1

1

 , 

   



























i

i

i

i

x

x

ii

x

x

i dxxfxfhxfdxxf

11

2
1

2
1 . 

Воспользуемся формулой Тейлора: 
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Поскольку 
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 , 

т.е. формула средних прямоугольников имеет второй порядок 

точности. При уменьшении шага в k раз погрешность умень-

шится пропорционально квадрату шага, т.е. в k
 2
 раз. 

5.3. Формула трапеций 

Во всех рассмотренных формулах площадь криволинейной 

трапеции под функцией заменялась площадью прямоугольников. 

В методе трапеций криволинейная трапеция заменяется на 

прямоугольную (рис. 2.3) путем интерполяции функции при по-

мощи кусочно-линейной зависимости. Площадь полученной 

прямоугольной трапеции вычисляется по известной формуле: 
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. Тогда интеграл находится по 

формуле 
   

 



 




n

i

ii
ii

n xx
xfxf

I
1

1
1

2
. 
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Формула трапеций может быть также получена путем заме-

ны подынтегральной функции интерполяционным полиномом 

первой степени: 

          11,1

1
  iiiii xfxxxfxx

h
xL . 

Предположим, что шаг по пространству постоянен и 

равен h. Тогда 
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Рис. 2.3. Метод трапеций 

 

Приближенное значение интеграла на отрезке  ba,  будет 

равно: 
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Можно показать, что в случае таблично заданной (дискрет-

ной) функции формула трапеций совпадает с формулой средних 

прямоугольников и также имеет второй порядок точности. 

Формулу трапеций для случая постоянного шага можно 

также переписать в виде: 
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5.4. Формула Симпсона 

При вычислении интеграла  


i

i

x
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dxxf

1

 с помощью метода 

Симпсона (метода парабол) функцию  xf  на локальном отрез-

ке  ii xx ,1  интерполируют при помощи кусочно-

параболической интерполяции. В этом случае требуется третья 

точка для построения параболы, и в качестве нее выбирают се-

редину отрезка  ii xx ,1 . Таким образом, парабола проходит че-

рез точки   11,  ii xfx , 
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. Для этих трех точек построим полином Ла-

гранжа, который будет иметь вторую степень: 
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Тогда 
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Таким образом, мы получаем формулу Симпсона 
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Можно показать, что формула Симпсона имеет четвертый 

порядок точности. 

Пример 2.1. Вычислить интеграл J =   




2

1

2 1 3 dxxx . 

Найдем значение определенного интеграла точно: 
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x
xxx

J 3 
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234

 5.25.  
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Разобьем отрезок интегрирования  2,1  на 10 частей, т.е. 

 
3.0

10

12



h . Проведем интегрирование рассмотрен-

ными численными методами. В результате получим сле-

дующие значения: 

 

Название метода 
Приближенное  

значение 

Погреш-

ность 

Формула левых  

прямоугольников 
5.7225 0.4725 

Формула правых 

прямоугольников 
4.8225 0.4275 

Формула средних 

прямоугольников 
5.23875 0.01125 

Формула трапеций 5.2725 0.0225 

Формула Симпсона 5.25 0 

 

Можно заметить, что метод Симпсона дал абсолютно точ-

ное значение интеграла. Это связано с тем, что первообраз-

ная функция в данном примере является полиномом четвер-

того порядка, для которого метод Симпсона дает точное 

значение. 

5.5. Численное дифференцирование 

Численное дифференцирование, т.е. нахождение значений 

производных заданной функции  xfy   в заданных точках x, в 

отличие от численного интегрирования, можно считать не столь 

актуальной проблемой в связи с отсутствием принципиальных 

трудностей с аналитическим нахождением производных. Одна-

ко имеется ряд важных задач, для которых численное диффе-

ренцирование является единственным способом нахождения 

производной. Это, например, поиск производной таблично за-

данной функции или дифференцирование функции в процессе 

численного решения, когда значения этой функции известны 

только в узлах сетки. Кроме того, если при аналитическом диф-
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ференцировании получаются громоздкие выражения, использо-

вание численного подхода упрощает задачу. 

Существует несколько способов для получения формул 

численного дифференцирования, которые в конечном счете мо-

гут привести к одним и тем же формулам. Во-первых, можно 

аппроксимировать таблично заданную функцию каким-либо 

способом (линейная интерполяция, многочлен Лагранжа, 

сплайн-функции и т.д.) и дифференцировать полученную не-

прерывную функцию, приближающую исходную. Во-вторых, 

для вывода формул численного дифференцирования можно вос-

пользоваться понятием конечных разностей.  

Пусть узлы таблицы xi, i = 0, 1, …, N, расположены на рав-

ных расстояниях: ihxxi  0 , fi – соответствующие значения 

функции; величину h называют шагом таблицы. Разности значе-

ний функции в соседних узлах называют разностями первого 

порядка. В каждом внутреннем узле xi, i = 1, …, N – 1, можно 

составить три разности первого порядка: разность вперед  

+ fi = fi+1 – fi , 

разность назад: 

 – fi = fi – fi–1 = + fi–1 

и центральную разность  

 fi = fi+1 – fi–1. 
Разности высших порядков образуют при помощи рекуррентных 

соотношений 

  i
m

i
m

i
m

i
m ffff 1

1
11 


  . 

Используя эти формулы, первую производную можно опреде-

лить тремя разными способами: 

 
h

ff
xf ii

i


 


1' ,   (2.1) 

 
h

ff
xf ii

i
1' 




 ,   (2.2) 

 
h

ff
xf ii

i
2

11' 



 .    (2.3) 

Геометрически вычисление производной по трем этим 

формулам эквивалентно замене касательной в точке B прямыми 
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BС, AB и AC соответственно и поиску тангенса угла наклона 

этих прямых вместо тангенса угла наклона касательной 

(рис. 2.4). 
 

xi–1 

fi–1 

A 

B 
C 

Касательная 

xi xi+1 

fi–1 fi+1 

f f+ f_ 

 
Рис. 2.4. Геометрическая иллюстрация разностного 

дифференцирования 

 

Рисунок 2.4 показывает, что наиболее точно поведение 

производной (касательной) в точке xi передает прямая AC, угол 

наклона которой определяет формула центральной разности f. 

Изучим вопрос о порядке точности (аппроксимации) этих фор-

мул. Разложим f(x) в ряд Тейлора в окрестности точки xi:  
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Подставив эти разложения в (2.1), получаем 

  ...
62

...
62

2

32

' 



 iii

iiiii

i f
h

f
h

f
h

ff
h

f
h

fhf

xf  

Здесь if  – первая производная, которую необходимо найти, а 

...
62

2

 ii f
h

f
h

 – погрешность, с которой вычисляется произ-

водная. Видим, что первый, самый большой член погрешности 

имеет порядок h, значит, при измельчении шага сетки погреш-

ность будет уменьшаться пропорционально h  в степени 1. По-

этому говорят, что формула имеет первый порядок точности. 
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Нетрудно показать, что формула (2.2) также имеет первый поря-

док аппроксимации.  

Покажем, что формула центральной разности имеет второй 

порядок точности. Подставим в (2.3) разложения для fi+1 и fi–1:  

  ...
62
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3232
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fhff
h

f
h

fhf
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Погрешность вычисления производной пропорциональ-

на h
2
, значит, формула (2.3) имеет второй порядок аппроксима-

ции. Таким образом, мы подтвердили вывод, который сделан на 

основании рис. 2.4. 

Используя понятие конечных разностей, можно получить 

формулы для аппроксимации производных высших порядков. 

Покажем это на примере формулы для аппроксимации второй 

производной: 
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Можно доказать, что эта формула имеет второй порядок точно-

сти (доказать самостоятельно). 

 

Пример 2.2. Вычислить приближенные значения производ-

ных от функции f(x) = sin(x), заданной на отрезке [0, /2] c 

шагом /6 с разным порядком точности. 

Построим таблицу значений функции и вычислим ее произ-

водные точно: f(x) = сos(x) и с использованием формул 

(2.1) –
 
(2.3). Шаг аргумента h = /6  0.524, sin(0) = 

= сos(/2) = 0, sin(/6) = сos(/3) = 0.5, sin(/3) = сos(/6)  

 0.866, sin(/2) = сos(0) = 1. 

x f(x) 
f(x)  

точно 
f+(x) f_(x) f(x) 

0 0 1 0.954 – – 

0.524 0.5 0.866 0.698 0.954 0.827 

1.047 0.866 0.5 0.256 0.698 0.478 

1.571 1 0 – 0.256 – 
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Анализ результатов, содержащихся в таблице, показывает, 

что формулы «разность назад» и «разность вперед» дают 

значительные погрешности в вычислении производных, что 

можно объяснить довольно грубой сеткой, т.е. большим 

шагом h. В то же время центральная разность, несмотря на 

грубый шаг, позволяет получить значение производной с 

хорошей точностью. Однако эту формулу нельзя применять 

в крайних точках таблицы.  

5.6. Метод неопределенных коэффициентов 

Для того, чтобы получить формулы численного дифферен-

цирования в любой точке сетки с любым порядком точности, 

используют метод неопределенных коэффициентов. Покажем, 

как работает этот метод на примере вывода формулы для первой 

производной в крайней левой точке таблицы. Представим при-

ближенно в точке х = х0 первую производную таблично задан-

ной функции в виде линейной комбинации ее значений в узлах: 

 
h

fff
xf 210

0

 
 ,   (2.4) 

где α, β, γ – неопределенные коэффициенты, которые выберем 

из условия, чтобы эта формула имела второй порядок аппрок-

симации, т.е. главный член погрешности был равен c h
2
.  

Разложим f1, f2 в ряд Тейлора и подставим эти выражения в 

формулу (2.4): 
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Приравняв коэффициенты, стоящие перед соответствующими 

степенями h, получим систему линейных уравнений: 

,

02
2

12

0


























 

из которой найдем искомые коэффициенты:  

.
2

1
   ,2  ,

2

3
   

Подставив коэффициенты в (2.4), получим формулу: 

  .
2

43 2102
0

h

fff
chxf


              (2.5) 

Аналогичные выкладки позволяют получить формулу для вы-

числения первой производной в последней, крайней правой точ-

ке таблицы: 

  .
2

43 212

h

fff
chxf NNN

N
 

     (2.6) 

 

Пример 2.3. Вычислить приближенные значения производ-

ных от функции f(x) = sin(x), заданной на отрезке [0, /2] c 

шагом /6 при x = 0 и x = /2 сo вторым порядком точности. 

Для вычисления производной используем таблицу значений 

функции из Примера 2.2. Точные значения производной: 

    1cos 00  xxf ,     0cos 
NN xxf . Производная, вычис-

ленная по формуле первого порядка точности, дает боль-

шую погрешность в последней точке. Вычислим производ-

ные по формулам (2.5) и (2.6): 

  083.1
047.1

866.05.0403

2

43 210
0 







h

fff
xf .  

  034.0
047.1

5.0866.0413

2

43 21 





 

h

fff
xf NNN

N . 

Видно, что формулы второго порядка позволяют достаточ-

но точно вычислить значения первой производной.  
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Тема 6. Численные методы решения задачи Коши  

для обыкновенных дифференциальных уравнений 

Решение обыкновенных дифференциальных уравнений 

(ОДУ) занимает важное место среди прикладных задач механи-

ки, физики, химии и техники. ОДУ описывают движение систе-

мы взаимодействующих материальных точек, химической кине-

тики, электрических цепей, моделируют статический прогиб уп-

ругого стержня (сопротивление материалов) и многие другие 

процессы. Ряд важных задач для уравнений в частных произ-

водных также сводится к задачам для ОДУ. Так бывает, если 

многомерная задача допускает разделение переменных (напри-

мер, задачи на нахождение собственных колебаний упругих ба-

лок и мембран простейшей формы). 

6.1. Постановка задачи 

Требуется найти решение ОДУ первого порядка 

 yxf
dx

dy
, .    (2.7) 

Известно, что общее решение (2.7) содержит произвольную 

константу С, т.е. является однопараметрическим семейством 

интегральных кривых  

    Cdxyxfxy   , . 

Для выбора конкретной интегральной кривой следует опре-

делить значение константы С, для чего достаточно задать при 

каком-либо значении x = x0 значение 

  00 yxy  .   (2.8) 

Поэтому задача Коши, или задача с начальными данными, 

позволяющая получить единственное решение уравнения (2.7), 

формулируется так: найти y(x) – решение уравнения (2.7) с на-

чальным условием (2.8). 

В случае точного решения ОДУ мы получаем аналитиче-

ское представление искомой функции. Несмотря на внешнюю 

простоту уравнения (2.7), решить его аналитически, т.е. найти 

общее решение  Cxyy ,  с тем, чтобы потом выделить из не-
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го интегральную кривую  xyy  , проходящую через точку 

 
00

, yx , удается лишь для некоторых специальных типов урав-

нений. Поэтому большое значение приобретают приближенные 

способы решения начальных задач ОДУ. При численном же ре-

шении мы будем искать приближенное решение в узлах расчет-

ной сетки ,..., ,1 ,0,0 niihxxi   с шагом 
n

xx
h n 0


 . То есть 

вместо непрерывной зависимости y(x) мы найдем приближен-

ные значения в узлах сетки yi = y(xi).  

Для построения численных методов решения ОДУ проин-

тегрируем уравнение на отрезке  
1

,
ii

xx , получим 

 




1

 ,1

i

i

x

x

ii dxyxfyy .   (2.9) 

Чтобы найти все значения iy , нужно каким-то образом вычис-

лить интеграл, стоящий в правой части (2.9). Применяя различ-

ные квадратурные формулы, будем получать методы решения 

задачи (2.7), (2.8) разного порядка точности. 

6.2. Метод Эйлера 

Если для вычисления интеграла в (2.9) воспользоваться 

простейшей формулой левых прямоугольников первого порядка 

   ii

x

x

yxhfdxyxf

i

i

, ,

1




, 

то получается явная формула Эйлера: 

 iiii yxhfyy ,1  , 1..., ,1 ,0  ni ,       (2.10) 

имеющая первый порядок аппроксимации.  

Реализация метода. Поскольку  0000 ,,, yxfyx  известны, 

последовательно применяя (2.10), определим все yi: 

 0001 , yxhfyy  ,  1112 , yxhfyy  , … . 

Геометрическая интерпретация метода Эйлера приведена на 

рис. 2.5. Пользуясь тем, что в точке 0
x  известно решение 
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  00 yxy   и значение его производной  
0

0

xxdx

dy
xy



 = 

 00 , yxf , можно записать уравнение касательной к графику 

искомой функции  xyy   в точке  00 , yxf : 

  0000 ,   xxyxfyy  . При достаточно малом шаге h  ордината 

 0001 , yxhfyy   этой касательной, полученная подстановкой 

в правую часть значения hxx  01 , должна мало отличаться от 

ординаты  1xy  решения  xy  задачи Коши. Следовательно, 

точка  11, yx  пересечения касательной с прямой 1xx   может 

быть приближенно принята за новую начальную точку. Через 

эту точку снова проведем прямую   1111 , xxyxfyy  , кото-

рая приближенно отражает поведение касательной к  xy  в 

точке   11, xyx . Подставляя сюда hxx  12  (т.е. пересечение с 

прямой 2xx  ), получим приближенное значение  xy  в точке 

2x :  1112 , yxhfyy   и т.д. В итоге для i -й точки получим 

формулу Эйлера. 

 
Рис. 2.5. Геометрическая интерпретация метода Эйлера 
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Если в (2.9) использовать формулу правых прямоугольни-

ков, то получим неявный метод Эйлера:   

 
111

,



iiii

yxhfyy , 1..., ,1 ,0  ni .        (2.11) 

Этот метод называют неявным, поскольку для вычисления 

неизвестного значения  
11 


ii

xyy  по известному  ii xyy   

требуется решать в общем случае нелинейное уравнение. Неяв-

ный метод Эйлера также имеет первый порядок аппроксимации. 

6.3. Модифицированный метод Эйлера 

В данном методе вычисление 
1iy  состоит из двух этапов: 

 iiii yxhfyy ,~
1  , 

    111
~,,

2
  iiiiii yxfyxf

h
yy .       (2.12) 

Эта схема называется также методом предиктор – коррек-

тор (от англ. предсказать – исправить). Действительно, на пер-

вом этапе, совпадающем с формулой Эйлера, приближенное 

значение предсказывается с первым порядком точности, а на 

втором этапе это значение корректируется, так что в результате 

схема имеет второй порядок точности. 

6.4. Методы Рунге
 
–

 
Кутты 

Идея построения явных методов Рунге
 
–

 
Кутты р-го порядка 

заключается в получении приближений к значениям  
1ixy  по 

формуле вида  hyxhyy
iiii
,,

1


 , где 

   ,,,
1






q

n

i
nnii hkchyx  

   ii
i yxfhk ,1  , 

    hkyhxfhk i
ii

i
12122 ,   , 

      hkhkyhxfhk ii
ii

i
23213133 ,   , 

… 

      hkhkyhxfhk i
qqq

i
qiqi

i
q 11,11 ...,   . 
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Здесь , , 0n nj j n q      – некоторые фиксированные числа 

(параметры), которые подбирают таким образом, чтобы полу-

чить нужный порядок аппроксимации p. Как правило, для каж-

дого p существует не одна схема Рунге
 
–

 
Кутты порядка p, а це-

лое параметрическое семейство. Так, схемы Рунге
 
–

 
Кутты вто-

рого порядка точности образуют однопараметрическое семей-

ство  
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 (2.13) 

Выделим из семейства методов (2.13) два наиболее простых 

и часто используемых частных случая. При 
2

1
a  получаем 

формулы 
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   (2.14) 

которые совпадают с формулами модифицированного метода 

Эйлера (2.12). При a = 1 выводим новый простой метод:  
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который называется методом средней точки. 

Схема Рунге
 
–

 
Кутты четвертого порядка точности. При 

p = 4 можно получить один из вариантов метода: 
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6.5. Методы приближенного решения задачи Коши  

для системы ОДУ и ОДУ высших порядков 

Рассмотренные выше методы решения задачи Коши для од-

ного уравнения могут быть использованы также для решения 

систем дифференциальных уравнений первого порядка и урав-

нений высших порядков.  

Пусть задана задача Коши для системы двух уравнений 

первого порядка: 

 

 











zyx
dx

dz

zyx
dx

dy

,,
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   (2.16) 

с начальными условиями     0000 , zxzyxy  . Обобщим фор-

мулы явного метода Эйлера (2.4) для этой системы, записав 

схему для каждого уравнения (2.16): 

 iiiii zyxhyy ,,1  , 

 iiiii zyxhzz ,,1  . 

Модифицированный метод Эйлера (2.12) примет вид: 
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а схема Рунге
 
–

 
Кутты четвертого порядка точности (2.15): 
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Приближенное решение вычисляется путем последовательного 

применения этих формул для каждого узла расчетной сетки. 

Также аналогичным способом можно решить ОДУ высоко-

го порядка. Например, рассмотрим задачу Коши для уравнения 

второго порядка 

    00002

2

,,,, zx
dx

dy
yxy

dx

dy
yxf

dx

yd









 . 

Введем обозначение  
dx

dy
xz  . Тогда исходная задача Коши для 

уравнения второго порядка сводится к следующей задаче для 

системы двух ОДУ первого порядка: 

 

    .,

,,,

,

0000 zxzyxy

zyxf
dx

dz

z
dx
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Можно заметить, что эта запись эквивалентна системе (2.16) при 

  zzyx ,,  и    zyxfzyx ,,,,  . Таким образом, полученная 

система решается вышеописанным способом при помощи одно-

го из методов решения задачи Коши. 

 

Пример 2.4. Найти решение задачи Коши 

      00,10,2
2

2


dx

dy
yxxy

dx

dy

dx

yd
 на отрезке  1 ,0 . 

Пусть известно точное решение данного ОДУ: 

  223   xxeexy xx . 

Проверим, что точное решение удовлетворяет уравнению:  

,2,12
2

2
xxexe

dx

ydxxexe
dx

dy   
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Введем функцию  
dx

dy
xz   и получим следующую задачу 

Коши для системы двух ОДУ первого порядка: 

    .00,10,2,  zyxyz
dx

dz
z

dx

dy
 

Используем формулы явного метода Эйлера: 

iii hzyy 1 , 

 iiiii xyzhzz  21 , 

0,1 00  zy , 

модифицированного метода Эйлера: 
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и четырехэтапного метода Рунге
 
–

 
Кутты: 
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Решение удобно оформить в виде таблиц. 

 

Схема Эйлера: 

k  ix
 iy

 i
z

 
Точное  

решение 

Погреш-

ность 

0 0 1 0 1 0 

1 0.2 1 – 0.2 0.983685 0.016315 

2 0.4 0.96 – 0.28 0.947216 0.012784 

3 0.6 0.904 –
 
0.28 0.905009 0.001009 

4 0.8 0.848 – 0.2288 0.866913 0.018913 

5 1 0.80224 – 0.14688 0.839397 0.037157 

 

Модифицированный метод Эйлера: 

k  ix  iy  i
z  Погрешность 

0 0 1 0 0 

1 0.2 1 – 0.18 0.016315 

2 0.4 0.962 – 0.244 0.014784 

3 0.6 0.9108 – 0.2342 0.005791 

4 0.8 0.8615 – 0.178 0.005413 

5 1 0.823432 – 0.09441 0.015965 

Схема Рунге
 
–

 
Кутты: 

ix
 iy

 i
z

 Погрешность 

0 1 0 0 

0.2 0.9837 – 0.146 1.79E
 
–

 
05 

0.4 0.9472 – 0.207 2.76E
 
–

 
05 

0.6 0.905 – 0.207 3.18E
 
–

 
05 

0.8 0.8669 – 0.168 3.25E
 
–

 
05 

1 0.8394 –
 
0.104 3.09E

 
–

 
05 
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Как можно видеть, максимальная погрешность, определяе-

мая как разность между точным и рассчитанным значением 

функции y, уменьшается с увеличением порядка точности 

метода и для четырехэтапной схемы Рунге
 
–

 
Кутты не пре-

вышает 51025.3  . 

6.6. Жесткие ОДУ 

До сих пор мы имели дело с ОДУ, которые надежно реша-

лись явными численными методами Рунге – Кутты. Однако 

имеется класс так называемых жестких (stiff) систем ОДУ, для 

которых явные методы практически неприменимы, поскольку 

их решение требует исключительно малого значения шага чис-

ленного метода. Рассмотрим пример такой жесткой задачи. 

 

Пример 2.5. Решить  задачу Коши 

y' = –100y + 100, y(0) = 2. 

Точным решением задачи является функция y = 1+e
–100x

, 

имеющая очень большой градиент вблизи точки x = 0. Дей-

ствительно, y = 2 при x = 0 (в силу начальных данных), од-

нако уже при малых положительных значениях x решение 

близко к своему асимптотическому значению y = 1. Полу-

чим численное решение этой задачи явным методом Эйлера 

(2.10) с шагом h = 0.02.  

  2,1..., ,1,0,21001001 01  yniyhyhy iii . 

Решение будет представлять собой последовательность 

        ...,006.0,204.0,002.0,20  yyyy  

что не соответствует точному решению. При h = 0.01 первая 

же вычисленная точка y1 = 1 попадает на асимптоту реше-

ния, и последующие вычисления не изменяют значения 

приближенного решения. Существенно более мелкий шаг, 

например h = 0.001, позволит получить вполне удовлетво-

рительное соответствие между приближенным и точным 

решением. Однако вычисления с таким мелким шагом по-

требуют больших вычислительных затрат.  

      ...,81.1002.0,9.1001.0,20 210  yyyyyy  
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Воспользуемся неявным методом Эйлера: 

2,1..., ,1,0,
1001

100
01 




 yni

h

yh
y i

i  

с шагом h = 0.1. Получим последовательность  

        ...,0007.13.0,008.12.0,091.11.0,20  yyyy  

Даже при очень крупном шаге h = 0.99 приближенное реше-

ние, полученное неявным методом Эйлера, оказывается ка-

чественно правильным. ...,0001.1,01.1,2 210  yyy  

Данный пример показывает, что получить приближенное ре-

шение данной задачи гораздо рациональнее с помощью неяв-

ного метода Эйлера. 

 

В приведенном выше примере коэффициенты уравнения 

различаются на порядки, причем коэффициент при старшей 

производной меньше остальных. Рассмотрим уравнение  

0)0(  ,0,1  ,0, yyxy
dx

dy
          (2.17) 

с точным решением 
xeyy 

0
 . Поскольку при α < 0 точное ре-

шение является убывающим, для численного решения должна 

выполнятся цепочка неравенств  

011
... yyyy

iii



, 

известных из теории разностных схем как принцип максимума. 

Методы, решения которых удовлетворяют этим условиям, назы-

ваются А-устойчивыми методами.  

Запишем для уравнения (2.17) явный метод Эйлера и двух-

этапный метод Рунге – Кутты. 

  ,1 11 iiiii yyhyhyy    

    .212 2
22

1 iiiiii yyhhhyyhyy    

Используя эти формулы, можно последовательно выразить 

каждое yi через предыдущее, тогда  

.2,1,...,2,1,0  ,0
1

1  
 kiyy i

i k
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Для выполнения принципа максимума 
0

1

1
yy i

i k




   необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялось условие 10 
k
 . Отсюда 

сразу следуют ограничения на шаги интегрирования для явных 

методов. Например, для явного метода Эйлера 1h , для 

двухэтапного метода Рунге – Кутты 2h . 

Теперь рассмотрим простейший неявный метод Эйлера для 

решения уравнения (2.17): 

  .111 iiiii yhyyhyy     

Можно видеть, что условие 10    выполняется для любых α, 

следовательно, имеет место принцип максимума, т.е. неявный 

метод Эйлера не имеет ограничения по α на шаг интегрирования 

и является A-устойчивым. Неявный метод Эйлера может быть 

обобщен на систему жестких ОДУ (2.16). 

Тема 7. Краевая задача для ОДУ второго порядка  

Дано дифференциальное уравнение второго порядка  

],[),()()( battfutgutpu  . (2.18) 

Здесь )(),(),( tftgtp заданные функции коэффициентов. 

Уравнение можно свести к системе двух ОДУ первого порядка: 









)()()(),,(

),,(

tfutgvtpvutgv

vvutfu
.        (2.19) 

Для определения единственного решения необходимо задать два 

дополнительных условия на искомую функцию u(t). Если оба 

условия заданы в одной точке t = t0, то мы имеем задачу Коши, 

которая может быть решена методами, описанными в Теме 6. 

Допустим теперь, что два дополнительных условия поставлены 

в разных точках: x = a и x = b:  









Bbumbum

Aaukauk

)()(

)()(

21

21
,                          (2.20) 
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где A, B, k1, k2, l1, l2 – заданные константы. Задача (2.18), (2.20) 

называется краевой, для приближенного решения которой ис-

пользуются методы: 

 конечных разностей; 

 сведения краевой задачи к задаче Коши (стрельбы, диф-

ференциальной прогонки, редукции); 

 балансов (конечных объемов); 

 коллокации; 

 проекционные (Галеркина); 

 вариационные (наименьших квадратов, Ритца); 

 проекционно-сеточные (конечных элементов). 

Ниже рассмотрим некоторые из перечисленных методов.  

7.1. Конечно-разностный метод 

Введем на отрезке [a, b] разностную сетку (t0, t1, t2, ..., tM), 

ti = a +  ∙ i, i = 0, 1, ..., M,  = (b – a)/M, M – число точек разно-

стной сетки (параметр задачи). Вместо точного решения u(t) бу-

дем отыскивать приближенное решение в узлах разностной сет-

ки: yi = y(ti). Используя формулы приближенного дифференци-

рования: ,
2

)(,
2

)( 11

2

11


 




 ii
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yy
tu

yyy
tu заменим исход-

ное уравнение и краевые условия разностной схемой:  
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В итоге получаем следующую систему M + 1 линейных алгеб-

раических уравнений на вектор неизвестных (y0, y1, y2, ..., yM): 

–
 
С0y0

 
+ B0 y1 = F0 

Ai yi–1 – Ciyi + Biyi+1 = Fi, i = 1, 2, ..., M – 1, 

AMyM–1 – CM yM
 
= FM 
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где Ci = 2 – g(ti)τ
 2

, Ai = 1 – p(ti) ∙ τ/2, Bi = 1 + p(ti) ∙ τ/2, Fi = τ
2
f(ti), 

C0 = k2 – τk1, B0 = k2, F0 = A τ, CM = m2 + τm1, AM = m2, FM = – Вτ. 

Выпишем систему в матричном виде: 
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. 

Поскольку матрица СЛАУ имеет трехдиагональный вид, то сис-

тема решается методом прогонки.  

Метод прогонки является точным методом решения СЛАУ, 

следовательно, погрешность в приближенное решение была 

внесена на этапе замены исходных уравнений и краевых усло-

вий конечно-разностными соотношениями. Оценку погрешно-

сти  метода можно провести, если вспомнить, что используемые 

формулы приближенного дифференцирования (центральная 

разность для первой производной и симметричная аппроксима-

ция для второй производной) имеют второй порядок точности. 

В то же время при замене краевых условий (2.20) на разностные 

соотношения в приближенное решение вносится погрешность 

порядка τ (именно такую погрешность имеют формулы «раз-

ность вперед» и «разность назад»). Следовательно, суммарная 

погрешность аппроксимации уравнения и краевых условий бу-

дет пропорциональна τ. Однако в тех случаях, когда в краевые 

условия не входит производная, т.е. k2 = 0, l2 = 0, краевые усло-

вия для приближенного решения выполняются точно, и тогда 

метод имеет погрешность порядка τ
2
. 
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7.2. Метод стрельбы 

Этот метод основан на сведении краевой задачи к задаче 

Коши для системы (2.19). Пусть краевые условия имеют вид: 

u(a) = u0, u(b) = u1. 

Для того, чтобы свести исходную краевую задачу к задаче 

Коши, необходимо в точке t = a задать дополнительное краевое 

условие )(аu = v0. Величина v0 имеет геометрический смысл 

тангенса α – угла наклона касательной к решению в начальной 

точке. Графическая иллюстрация метода стрельбы приведена на 

рис. 2.6. 
 

x 

u 

a b 
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Рис. 2.6. Иллюстрация метода стрельбы 

Задача Коши для системы (2.19) может быть решена, на-

пример, методом Рунге – Кутты. Поскольку решение задачи 

Коши зависит от выбора α, можно записать: u = u(t, α). Требует-

ся подобрать значение α, обеспечивающее «попадание», т.е. вы-

полнение условия u(t, α) = u1. Понятно, что при произвольном 

выборе α полученное решение может не удовлетворять краево-

му условию на правом конце отрезка t = b. Может быть получе-

но, что u(t, α1)t=b = B1 > u1 («перелет») u(t, α1)t=b = B2 < u1 («не-

долет») (см. рис. 2.6). Задачу подбора нужного угла α можно 

рассматривать как решение нелинейного алгебраического урав-

нения u(t, α)t=b = u1, особенностью которого является то, что 

F(x), определяющая нелинейное уравнение, не задана явно, а 

определен только способ нахождения u(t, α)t=b.  
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7.3. Метод коллокаций 

Запишем краевую задачу для ОДУ второго порядка в опе-

раторном виде: 

 tfLu  ,   Aaul 0 ,   Bbul 1 ,  (2.21) 

где    tq
dt

d
tp

dt

d
L 

2

2

, 
dt

d
kkl 210  , 

dt

d
mml 211  . 

Зададим на [a, b] некоторую систему базисных функций 

0(t), 1(t), …, n(t), таких, что 0(t) удовлетворяет краевым ус-

ловиям   Aal 00 ,   ,01 Bbl   а остальные k(t) удовлетворяют 

однородным краевым условиям   00 al k ,   01 bl k , k = 1, ..., n. 

Представим приближенное решение задачи (2.21) в виде линей-

ной комбинации базисных функций: 

         tatatatty nnn   ...22110  (2.22) 

с неизвестными пока коэффициентами a1, a2, ..., an. При этом 

yn(t) при любых значениях a1, a2, ..., an удовлетворяет краевым 

условиям. Подействуем на (2.22) оператором L. Функция  

          k

n

k

knn LatftLtftLyaaat  



1

021 ..., ,,,  

называется невязкой уравнения. Если  = 0, то yn(t) – точное 

решение задачи (2.21). Подберем параметры a1, a2, ..., an, чтобы 

невязка была минимальной.  

Зафиксируем на [a, b] n точек t1, t2, ..., tn, называемых точ-

ками коллокации, и потребуем, чтобы в этих точках 

  0..., ,,, 21 naaat . Получается система n линейных алгебраи-

ческих уравнений  

         1011122111 ... tLtftLatLatLa nn    

         2022222211 ... tLtftLatLatLa nn    , 

..................................................................................... 

         nnnnnnn tLtftLatLatLa 02211 ...    

решение которой дает a1, a2, ..., an. Между точками коллокации 

  0..., ,,, 21 naaat , и поэтому решение будет приближенным. 

Заметим, что на выбор точек tj никаких условий не накладывает-
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ся и их можно сгущать в предполагаемых местах больших гради-

ентов решения. Это позволяет получить хорошую точность при 

сравнительно небольшом количестве точек коллокации.  

7.4. Вариационные методы 

Вариационное исчисление – это раздел математики, кото-

рый изучает задачи на нахождение экстремумов функционалов. 

Примером функционала является, например, интеграл 

  
1

0

)()( dxxyxyI , 

значение которого зависит от того, какая функция в него под-

ставлена: ,)( xxy   то  
2

1)( xyI , ,)( 2xxy   
3

1)( xyI  

и т.д.  

Функционалы и вариационные принципы широко исполь-

зуются в механике и физике (принцип наименьшего действия 

Гамильтона). Каждому линейному уравнению   

fLu  , (2.23) 

где L – положительно определенный оператор, можно поставить 

в соответствие функционал энергии 

 ),(2),()( ufuLuuJ  .    (2.24) 

Доказано, что если функция u является решением уравне-

ния (2.23), то на ней функционал (2.24) достигает экстремума, и, 

наоборот, функции, поставляющие экстремум функционала 

(2.24), являются решениями (2.23). Существуют также другие 

функционалы, связанные с уравнением (2.23), например, 

),()( fLufLuuI  , 

представляющий собой квадрат нормы невязки уравнения.  

Таким образом, вместо того, чтобы искать решение уравне-

ния, можно отыскивать функции, на которых тот или другой 

функционал достигает экстремума.  

Рассмотрим задачу о растяжении стержня, находящегося 

под действием распределенной вдоль оси нагрузки q(x). Диффе-

ренциальное уравнение, описывающее этот процесс, имеет вид 
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q
dx

ud
FE 

2

2

. 

Предположим, что модуль упругости E и площадь поперечного 

сечения стержня F постоянны. Тогда уравнение можно перепи-

сать в виде 

 Q
dx

ud


2

2

, (2.25) 

где 
 

FE

xq
Q


 . Будем искать приближенное решение v в виде 

комбинации n линейно независимых базисных функций  x
i

 : 

    


n

i
ii xcxv

1

 , (2.26) 

где i
c  – неизвестные коэффициенты, которые должны быть оп-

ределены из некоторых условий. Введем функционал квадрата 

нормы невязки и потребуем, чтобы он был минимален: 

     






b

a
dxQ

dx

vd
vG min

2

2

2

. (2.27) 

Подставим (2.26) в (2.27): 

 
 

 




















b

a
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i
ii

dxQ
dx

xcd
vG

2

2

1

2 
. 

Поскольку искомые коэффициенты не зависят от x, можно 

вынести их из-под знака дифференцирования и переписать вы-

ражение в виде 
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Введем обозначения:  

   

b

ji

ij
a

dx
dx

xd

dx

xd
A

2

2

2

2 
, 

 

b

a

i

i
Qdx

dx

xd
2

2
 , 

b

a

dxQ2 . 

Тогда 

     
 

i

n

i
iij

n

i
j

n

j
i cAccvG

11 1

2 . 

По условию минимума функционала G его производные по 
коэффициентам ci должны равняться нулю: 

 0
11








n

i
iij

n

j
i

i

Ac
c

G
 . 

Таким образом, мы получили СЛАУ из n уравнений  

 


cA . (2.28) 

Поскольку матрица А симметрична и положительно опре-
делена, как следует из способа ее задания, система (2.28) имеет 
решение. Решим СЛАУ каким-либо из описанных выше методов 
и, подставляя коэффициенты ci в (2.26), получим приближенное 
решение уравнения (2.25).  

7.5. Проекционные методы 

Пусть задано уравнение вида ,fLu   где L  – линейный 

оператор ,,,: HfuHHL  H – гильбертово пространство 

(см. Раздел 1), т.е. пространство со скалярным произведением. 
Скалярное произведение в пространстве функций u(t), v(t), за-
данных на отрезке [0, T], можно определить как  

      

T

dttvtuvu
0

0, . 

Решение уравнения можно представить в виде разложения 
по базису пространства H: 







1k

kkcu  .  

Ищем приближенное решение в виде (2.26). Таким образом, 

nHv  – конечномерному подпространству Н.  
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Подставив приближенное решение в исходное уравнение, 

получим невязку Lvf  . Запишем тождество: 

fLv  . 

По теореме о разложении (стр. 18) всякий элемент из гиль-
бертова пространства может быть представлен в виде суммы 
элементов из подпространства Нn и его ортогонального допол-

нения 


nH . Поскольку HfHLv n  , , то 


 nH . Отсюда 

следует, что невязка должна быть ортогональна всем базисным 

функциям njj ..., ,2 ,1,  : 

...., ,2 ,1,0),(),(),(
1

njfcLfLv j

n

k

kkjj  


  (2.29) 

В силу линейности оператора L из (2.29) получим систему n 
линейных алгебраических уравнений для определения коэффи-

циентов kc : 

  ...., ,2 ,1, ,),(
1

njfLc jj

n

k

kk 


  

Как и в ранее описанном вариационном методе Ритца, ре-
шение сводится к нахождению решения СЛАУ вида (2.28), где 
коэффициенты матрицы А и вектора правых частей определяют-
ся как 

  ijij La  , ,  ii f  , , (2.30) 

что также совпадает с приведенными выше формулами вариа-
ционного метода Ритца.  

В качестве базисных функций можно выбрать, например, 

степенной 1 i
i x  или тригонометрический базис 
































2
sin


 i

ab

ax
i , i = 1, ..., n. 

Недостатком этих базисов является то, что матрица систе-
мы (2.28) является заполненной, и расчетные затраты растут 
пропорционально n

3
, что ограничивает применение методов для 

больших n. 
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7.6. Метод конечных элементов 

Как отмечено выше, проекционные и вариационные методы 

решения краевой задачи (2.21) приводят к одинаковой системе 

линейных алгебраических уравнений с коэффициентами и пра-

выми частями, заданными (2.30). Заполненность матрицы зави-

сит от вида базисных функций. В методе конечных элементов в 

качестве базисных выбираются финитные функции, отличные 

от нуля на некотором ограниченном интервале отрезка [a, b]. 

Метод конечных элементов (МКЭ) широко применяется в 

современной инженерной практике, в частности, при решении 

задач строительства. Например, он используется в пакете 

ANSYS Mechanical, описание которого приведено в Теме 12. 

Для решения уравнения (2.21) с нулевыми краевыми усло-

виями u(a) = u(b) = 0 разобьем отрезок [a, b] на n – 1 часть и за-

пишем базисные финитные функции в виде 
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Предположим, что размер элементов постоянен и равен h: 

 

 

 

































. ,,0

, ,,

, ,,

11

1
1

1
1

ii

ii
i

ii
i

i

xxx

xxx
h

xx

xxx
h

xx

  (2.31) 

В этом случае производные базисных функций равны 
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  (2.32) 
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График одной базисной функции показан на рис. 2.7. Будем 

искать приближенное решение в виде (2.26). Найдем правые 

части системы согласно (2.30): 
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1
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ii dxxxfdxxxf
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 . 

Подставив сюда выражение (2.31), получим 
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  (2.33) 

 
 

Рис. 2.7. Базисная функция в МКЭ 

 

Зная функцию f(x), выражение (2.33) можно проинтегриро-

вать и получить конкретный вид правых частей CЛАУ.  

Теперь получим коэффициенты матрицы СЛАУ 
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Применяя интегрирование по частям, имеем 

       

            .    
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a
ijjiji

b

a
ij

b

ajiij

dxxxaabb

dxxxxxa





 

Как видно из определения базисных функций, на концах 

отрезка  ba,  все они обращаются в ноль. Поэтому два первых 

члена в этом выражении равны нулю и  

        .    
1

1
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k

k
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ijij

x

x

dxxxdxxxa   

Согласно (2.32) производные базисных функций равны ну-

лю везде, кроме соседних с исследуемой точкой отрезков (эле-

ментов). То есть   0 x
j

  при 11  iji . Отсюда следует 

вывод, что полученная нами матрица A является трехдиагональ-

ной. Элементы главной диагонали (i = j) определяются как 
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На соседних с главной диагональю 
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Таким образом, матрицу A можно записать как 

hh

hhh

hh

hhh

hh

A

210...00

121...00

00...210

0...0121

0...0012











 . 

Систему 


cA  можно решить точным экономичным ме-

тодом прогонки, описанным в Разделе 1. В других случаях воз-

можно применение итерационных методов решения СЛАУ. 

Если краевые условия имеют более сложный вид, необхо-

димо ввести замену переменных с тем, чтобы привести их к ви-

ду u(a) = u(b) = 0. 
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РАЗДЕЛ 3. УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

Тема 8. Общие сведения об уравнениях  

в частных производных 

8.1. Постановка задачи  

Для описания реального физического процесса (прогиб 

балки под действием нагрузки, движение газа в некотором объ-

еме, распространение электромагнитных волн и пр.) строятся 

физико-математические модели, на основе которых можно ана-

лизировать процессы качественно и количественно. Задачи опи-

сания движения сплошных сред (газа, жидкости, твердых тел), а 

также задачи теплопроводности, теории упругости, электриче-

ских и магнитных полей и многие другие приводят к дифферен-

циальным уравнениям. Независимыми переменными в физиче-

ских задачах являются время t и пространственные координаты 

x, y, z. В качестве зависимых переменных в разных задачах ис-

пользуются компоненты скорости частиц среды, плотность, дав-

ление, температура, упругие напряжения, деформации и др. ха-

рактеристики. 

Допустим, что требуется найти решение на временном про-

межутке [t0, t1] в некоторой области изменения независимых пе-

ременных G(x, y, z). Математическая постановка задачи состоит 

из дифференциального уравнения (уравнений), а также допол-

нительных условий, позволяющих выделить единственное ре-

шение среди семейства всех решений данного уравнения. До-

полнительные условия, заданные при t = t0, называются началь-

ными данными, а условия, заданные на границе области 

G(x, y, z), – граничными или краевыми условиями. В качестве 

начальных и краевых условий, как правило, задают значения ис-

комых функций и их производных. Задачи, у которых имеются 

только начальные условия, называются задачей Коши. Задачи с 

начальными данными и граничными условиями называют сме-

шанной краевой задачей или нестационарной краевой задачей.  

При исследовании установившихся состояний или стацио-

нарных (не зависящих от времени) процессов используются 
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уравнения, не зависящие от времени. В этом случае решение 

ищется в области G(x, y, z), на границе которой задаются гра-

ничные условия. Такие задачи называются краевыми. 

Особым вопросом в теории дифференциальных уравнений 

является корректность постановки начальных и смешанных за-

дач. Корректной называется такая постановка дополнительных 

(начальных и граничных) условий, при которой решение задачи 

в целом существует, единственно и непрерывно зависит от этих 

данных и коэффициентов уравнения. Требование непрерывной 

зависимости необходимо, чтобы небольшие изменения коэффи-

циентов уравнения, начальных данных и краевых условий не 

приводили к сильным изменениям решения задачи. В механике 

и физике существуют задачи, решение которых неустойчиво. 

Изучением таких некорректных задач занимается специальный 

раздел математики. Здесь мы будем рассматривать только кор-

ректные постановки задач, при решении которых не возникает 

неустойчивости, связанной с исходными уравнениями. 

8.2. Характеристики. Типы уравнений  

Многие физические задачи приводят к решению уравнений 

второго порядка, которые достаточно хорошо изучены в теоре-

тическом плане и для которых разработаны стандартные методы 

приближенного решения. В случае одной пространственной ко-

ординаты уравнение в частных производных второго порядка 

можно записать в виде 

.FEuDuCuBuAu xtxxtxtt    (3.1) 

Здесь u(t, x) – искомая функция, t, x – независимые переменные, 

A, B, C, D, E и F – коэффициенты уравнения, которые, вообще 

говоря, могут зависеть от t, x и u. 

Если все коэффициенты являются константами, то это ли-

нейное уравнение с постоянными коэффициентами. Если 

коэффициент F – линейная функция от неизвестной u, а ос-

тальные коэффициенты от u не зависят, то такое уравнение на-

зывается линейным с переменными коэффициентами. Если 

все коэффициенты зависят от u, то такие уравнения называют-

ся квазилинейными. Если коэффициенты зависят не только 
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от искомых функций, но и от ее производных, уравнение будет 

нелинейным. 

Если коэффициенты A, B, С – нулевые, а D  0 и E  0, то 

уравнение имеет первый порядок и называется уравнением пе-

реноса (адвекции). Если хотя бы один из коэффициентов A, B, 

С отличен от нуля, уравнение имеет второй порядок и может 

быть классифицировано по типам аналогично кривым второго 

порядка. Классификация уравнений связана с наличием харак-

теристик – особых направлений, вдоль которых исходное урав-

нение может быть записано в виде полного дифференциала и, 

следовательно, может быть проинтегрировано. Уравнение ха-

рактеристик для (3.1) имеет вид 

A

ACBB

dt

dx

2

42 
 . (3.2) 

Количество характеристик зависит от знака дискриминанта  

B
2
 – 4AC. Если он положителен, то уравнение (3.1) имеет две 

вещественные характеристики и называется гиперболическим. 

В случае нулевого дискриминанта уравнение имеет одну веще-

ственную характеристику и является параболическим. Эллип-

тические уравнения не имеют вещественных характеристик 

(дискриминант отрицателен). 

Физические процессы, описываемые уравнениями перечис-

ленных типов, корректные постановки начально-краевых задач 

и свойства решений существенно отличаются друг от друга. 

8.3. Приближенные методы. Аппроксимация и устойчивость 

Как правило, уравнения в частных производных не могут 

быть решены аналитически (точно), и для нахождения решений 

используются приближенные методы, которые можно разделить 

на три основные группы: методы конечных разностей, методы 

конечных объемов и методы конечных элементов. 

В конечно-разностных методах приближенное решение 

ищется в узлах специально построенной разностной сетки, по-

крывающей область решения исходной дифференциальной за-

дачи. Дифференциальная задача с помощью формул прибли-

женного дифференцирования заменяется системой алгебраиче-
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ских уравнений (разностной схемой), которая далее решается с 

помощью точных или приближенных методов решения СЛАУ. 

При этом необходимо использовать такие разностные схемы, 

которые обеспечивают сходимость получаемого решения разно-

стной задачи к решению исходной дифференциальной при 

уменьшении шага сетки. 

Аппроксимация (от англ. approximation – приближение) 

характеризует, насколько хорошо разностная задача приближает 

исходную дифференциальную, и зависит от точности формул 

разностного дифференцирования и, конечно же, размеров раз-

ностной сетки. Для простых задач аппроксимация может быть 

исследована аналитически с помощью оценки главного члена 

погрешности разностной схемы при подстановке в нее точного 

решения. В более сложных случаях аппроксимацию исследуют 

экспериментально, с помощью оценки поведения погрешности 

при измельчении сетки. 

Устойчивость характеризует способность решения не на-

капливать ошибку. Другими словами, устойчивость – это непре-

рывная зависимость решения от входных данных: коэффициен-

тов, правых частей, начальных данных и краевых условий. При 

этом следует различать устойчивость решения исходной диффе-

ренциальной задачи и устойчивость приближенного метода. 

Аппроксимируем записанную в общем виде дифференциальную 

задачу с начальными данными и краевыми условиями: 

Lu ,  
0

0 vu , lu  (3.3) 

с помощью конечно-разностной схемы: 

hhhuL  , 
0

0 vhu , hhhul  . (3.4) 

Рассмотрим также конечно-разностную задачу с «возмущенны-

ми» правыми частями, начальными данными и краевыми усло-

виями: 

hhhuL ~~  , 
0

0 v~~ u , hhhul ~~  .  

Говорят, что решение разностной задачи (3.4) непрерывно зави-

сит от входных данных задачи, если существуют такие констан-

ты M1 > 0, M2 > 0, M3 > 0, не зависящие от t и h, что 

00321 v~v~~)(~)(  MMMtutu hhhhhh  .  (3.5) 
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Для линейных разностных схем доказано, что устойчивость по 

начальным данным эквивалентна устойчивости по правой части, 

т.е. для линейных операторов Lh, lh  достаточно показать, что  

00
v~v)(~)(  Mtutu

hh . 

Если независимых переменных несколько (например, x и t), 

то вводится понятие условной и безусловной устойчивости. Ус-

тойчивость называется безусловной, если (3.5) имеет место при 

произвольном соотношении между шагами разностной сетки τ 

и h. Схема будет условно устойчивой, если для выполнения (3.5) 

шаги по независимым переменным должны подчиняться допол-

нительным соотношениям. 

В теории разностных схем доказана теорема Лакса о том, 

что если разностная задача аппроксимирует дифференциальную 

и устойчива, то при измельчении сетки решение разностной за-

дачи сходится к решению дифференциальной. 

Подробнее о свойствах аппроксимации и устойчивости бу-

дет рассказано ниже при рассмотрении примеров уравнений в 

частных производных. 

Тема 9. Уравнения теплопроводности 

9.1. Одномерное уравнение теплопроводности 

К параболическим уравнениям приводят задачи теплопро-

водности, диффузии примеси и некоторые другие. Рассмотрим 

уравнения этого типа на примере линейного уравнения тепло-

проводности с одной пространственной переменной и постоян-

ными коэффициентами: 

),(
2

2

txF
x

u
A

t

u










.   (3.6) 

Уравнение (3.6) описывает распространение тепла в тонком 

длинном стержне длины L. Здесь А > 0 – константа (коэффици-

ент теплопроводности), u(x, t) – искомое решение (температура), 

F(x, t) – правая часть, с помощью которой можно задать источ-

ники или стоки тепла. 
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Будем искать решение в области 0  x  L, 0  t  T. Кор-

ректная постановка задачи кроме уравнения (3.6) должна со-

держать начальные данные: 

u(x, 0) = u0(x) (3.7) 

и краевые условия. Существует три типа краевых условий, ко-

торые называют условиями первого, второго и третьего рода. 

Условия первого рода означают, что на границах области задана 

зависимость температуры от времени: 

u(0, t) = 11(t), u(L, t) = 12(t). (3.8) 

Условия второго рода задают тепловые потоки (производные от 

температуры) через границы области: 

ux(0, t) = 21(t), ux(L, t) = 22(t). (3.8) 

И наконец, условия третьего рода задают на границе линейную 

комбинацию искомой функции и ее производной:  

u(0, t) + 1ux(0, t) = 31(t), u(L, t) + 2ux(L, t) = 32(t).  (3.8) 

В курсе дифференциальных уравнений доказано, что урав-

нение (3.6) с начальными данными (3.7) и краевыми условиями 

(3.8) имеет единственное решение. 

Построим в области решения прямоугольную равномерную 

разностную сетку. Для этого разобьем отрезок [0, T] на N рав-

ных частей: t
i 

= n ∙ τ, а отрезок [0, L] – на M равных частей:  

xj = jh, h = L/M. Область решения и разностная сетка представ-

лены на рис. 3.1. Вместо точного решения u(x, t) будем искать 

приближенное решение, заданное в узлах сетки u
i
j = u(xj, t

i
). На 

линиях t = 0, x = 0 и x = L решение определено начальными дан-

ными (3.7) и краевыми условиями (3.8), во всех остальных узлах 

сетки решение должно быть найдено из разностных аналогов 

уравнения (3.6). 
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x = L 

t 

x 0 

t = T 

uj
n
 x = xj 

t = tn 

 
Рис. 3.1. Расчетная область и сетка для уравнения (3.6)  

Аппроксимируем (приблизим) исходную дифференциаль-

ную задачу конечно-разностной. Для этого заменим все входя-

щие в уравнение (3.6) и краевые условия (3.8), (3.8) или (3.8) 

производные их конечно-разностными аналогами: 
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Подставляя эти выражения в уравнение (3.6), получим разност-

ную схему:  

),(
2

2

11
1

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

n
j

txF
h

uuu
A

uu





 



. (3.9) 

На первом временном слое решение известно: u
0

j = u(xj, t
0
)

 
= 

= u(xj,
 
0) = u0(xj). Во всех внутренних точках расчетной области 

оно находится из явных формул, которые легко получаются из 

схемы (3.9): 
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Для нахождения решения в крайних точках отрезка [0, L] 

необходимо использовать краевые условия. Если заданы крае-

вые условия (3.8), можно сразу определить значения искомых 

функций:  

u
n
0 = 11(t

i
), u

n
M = 12(t

i
). 

Для условий (3.8) получим:  
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Для условий (3.8) необходимо выразить искомые величины 

u(t
n+1

, x0), u(t
n+1

, xM) из линейных конечно-разностных соотноше-

ний, аппроксимирующих краевые условия: 
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Исследуем, насколько численное решение, полученное по 

схеме (3.9), отличается от точного. Для этого разложим точное 

решение u(t
n
, xj1) = u

n
j±1, u(t

n+1
, xj) = uj

n+1
 в ряд Тейлора в окрест-

ности точки (xj, t
n
): 
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и подставим эти выражения в разностную схему (3.9): 
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Первые три члена являются невязкой уравнения (3.6) в точ-

ке (t
 n
, xj) и равны 0, поскольку u(x, t) – точное решение уравне-

ния. Главный член погрешности схемы равен 

n

jxxxx

n

jtt
u

h
Au )(

12
)(

2

2




, т.е. схема имеет первый порядок аппрок-

симации по времени и второй порядок – по пространству. 

Исследуем второе важное свойство разностной схемы – ус-

тойчивость. Существуют различные методы исследования ус-

тойчивости: принцип максимума, метод разделения переменных 

(Фурье), метод операторных неравенств и др. 

Известен точный метод решения уравнений в частных про-

изводных – метод разделения переменных, согласно которому 

решение можно представить в виде ряда Фурье с бесконечным 

числом слагаемых. Коэффициенты ряда получены путем разло-

жения в ряд Фурье начальных данных. В случае конечно-

разностной задачи число членов ряда не бесконечно, а зависит 

от числа узлов разностной сетки. Для линейных задач можно 

ограничиться рассмотрением частного решения в виде одной 

гармоники 
 ijnn

j eu  . Коэффициент ρ определяет скорость рос-

та этой гармоники при переходе с n-го временного слоя на 
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(n + 1)-й слой. Чтобы ошибка не нарастала с течением времени, 

необходимо, чтобы ρ  1.  

Подставим гармонику в разностную схему (3.9): 
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Обозначим 
2h

A
   – число Куранта. Для того, чтобы прибли-

женное решение на временном слое (n + 1) не превосходило ре-

шение на предыдущем слое, для всех  должно выполняться ус-

ловие 1 . Это означает 1
2

sin41 2 










 , откуда следуют 

два неравенства: 

1) 1
2

sin41 2 
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Выполняется для любого  Выполняется при 
2

1
  

Таким образом, исследование устойчивости явной схемы 

для уравнения теплопроводности, выполненное на простейших 

решениях в виде единичной гармоники, показывает, что реше-

ния будут устойчивы, если  

.
2

1
2


h
A


     (3.10) 
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Преимуществом явной схемы является то, что решение 

может быть найдено по явным алгебраическим формулам. Од-

нако, как показали расчеты, приближенное решение, получен-

ное с помощью явной схемы, может быть неустойчивым. Неус-

тойчивость приводит к быстрому (экспоненциальному) росту 

погрешностей, вносимых в численное решение за счет ошибок 

округления. 

Чтобы понять, как неустойчивость проявляется в расчетах, 

решим численно уравнение (3.6) при A = 1, F(x, t) = 0 c нулевы-

ми краевыми условиями первого рода  

0) ,1() ,0(  tutu  (3.11) 

и с начальными данными в виде гауссоиды, центрированной от-

носительно точки x = 1/2: 

.)0,(
2)5.0(202)5.1(202)5.0(20   xxx eeex  (3.12) 

Задача имеет точное решение 
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график которого приведен на рис. 3.2. Как показывает рисунок, 

точное решение со временем монотонно убывает. 

 
Рис. 3.2. Точное решение (3.12)  

на различные моменты времени  
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Воспользуемся для решения явной схемой (3.9) на сетке 

h = 0.1,  = 0.02. Легко проверить, что в этом случае условие ус-

тойчивости (3.10) нарушается: 
2

1
2

01.0

02.0
2


h

A


, и следует 

ожидать, что решение будет неустойчиво. Действительно, рас-

четы показывают, что уже через несколько временных шагов 

численное решение становится немонотонным, и в дальнейшем 

его график приобретает характерный «пилообразный» вид. Ам-

плитуда «осцилляций» быстро растет, и за несколько временных 

шагов решение «разваливается», что приводит к характерной 

ошибке: «Переполнение арифметического устройства». Это оз-

начает, что расчет следует вести с маленьким шагом по времен-

ной переменной, что существенно ограничивает применение яв-

ных схем для решения уравнения теплопроводности. Действи-

тельно, пусть h = 10
–2

, A = 1, тогда согласно (3.10) для получе-

ния устойчивого решения необходимо соблюдать условие 

τ < 510
–5

. Если решение надо получить на момент времени 

T = 1, то для этого необходимо сделать N = 210
4 
 временных ша-

гов. Если же решение надо получить на более подробной сетке 

по пространственной переменной, например h = 10
–3

, то число 

временных шагов возрастет до N = 210
6
, и использование явной 

схемы сделает решение задачи нереализуемым.  

Построим для решения задачи (3.6) – (3.8) неявную разно-

стную схему: 
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. (3.13) 

Основное отличие от (3.9) состоит в использовании «неяв-

ных», т.е. взятых с верхнего (n + 1)-го слоя, значений искомой 

функции u для аппроксимации второй производной по про-

странственной переменной. Эта схема также имеет погрешность 

порядка τ
1 
+ h

2 
и устойчива при любом соотношении шагов τ, h. 

Такие схемы называют абсолютно устойчивыми. На практике 

это означает, что расчет можно вести с произвольным времен-

ным шагом.  

Схемы (3.9) и (3.13) являются представителями семейства  
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, (3.14) 

где 1    0 – параметр, который можно подбирать для того, 

чтобы добиться улучшения аппроксимации или устойчивости 

схемы. При  = 0 (3.14) переходит в явную схему (3.9), а при 

 = 1 – в чисто неявную схему (3.13). При всех других значениях 

  в каждом разностном уравнении будут завязаны значения не-

известной функции в шести разных точках, в отличие от явной и 

неявной схем, в которых завязаны четыре различные точки. 

Графическое представление точек расчетной области, вхо-

дящих в разностное уравнение, называется шаблоном конечно-

разностной схемы. Шаблоны схем (3.9), (3.13) и (3.14) при   0 

представлены на рис. 3.3а–в соответственно. В зависимости от 

того, сколько временных слоев входит в шаблон, схемы бывают 

двухслойными или трехслойными. Рисунок 3.3 показывает, что 

все схемы семейства (3.14) являются двухслойными. Реализация 

схемы зависит от того, сколько точек находится на верхнем слое 

шаблона, представляющем искомые величины. Если число то-

чек на верхнем слое меньше или равно двум, решение можно 

найти с помощью явной процедуры. Схемы, шаблон которых 

имеет на верхнем слое три точки, реализуются с помощью точ-

ного экономичного метода прогонки (см. Раздел 1). Если же на 

верхнем слое больше трех точек, необходимо применять метод 

решения СЛАУ с заполненной матрицей, что приводит к суще-

ственному увеличению времени расчета. 

Для схемы (3.13) на каждом временном шаге необходимо 

решить СЛАУ с трехдиагональной матрицей: 

 

u
n
0 = 11(t

n
),  
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, i =

 
1, 2,

 
…, N – 1.  

u
n
M = 12(t

n
). 

 

(3.15) 
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a б в 
 

t = t 
n
 

x = xj 

t = t 
n +1

 

x = xj+1 x = xj–1 

 

 

t = t 
n
 

x = xj 

 t = t 
n+1

 

x = xj+1 x = xj–1 

 

 

 t = t 
n
 

x = xj 

 t = t 
n+1

 

x = xj+1 x = xj–1 

 

Рис. 3.3. Шаблоны разностных схем (3.9), (3.13) и (3.14) 

 

Решение системы (3.15) находится с помощью прогонки. 

Для случаев второй и третьей краевой задачи изменяются пер-

вое уравнение (3.15), из которого определяются значения пер-

вых прогоночных коэффициентов, и последнее уравнение, из 

которого на обратном этапе прогонки определяется решение в 

последнем узле сетки. В случае использования более общей 

схемы (3.14) изменится правая часть уравнений (3.15), однако 

СЛАУ останется трехдиагональной. 

Как было отмечено выше, за счет выбора параметра  мож-

но добиться, чтобы схема имела более высокий порядок аппрок-

симации. В частности, легко показать, что симметричная схема 

( = 0.5) будет иметь порядок аппроксимации τ
2
 + h

2
. Кроме то-

го, при специальном выборе весового параметра 



A

h

122

1 2

  

можно добиться, чтобы схема имела порядок аппроксимации  

τ
2 
+ h

4 
. 

Схема (3.14) устойчива при выполнении условия 




2

2

42

1

A

h
 , откуда, в частности, легко показать, что неявная 

( = 1), симметричная ( = 0.5) схемы и схема повышенного по-

рядка аппроксимации 


















A

h

122

1 2

 абсолютно устойчивы. 

Нахождение решения разностной схемы (3.14) при   0 

аналогично случаю чисто неявной схемы. Система трехточеч-

ных уравнений, связывающих решение в точках верхнего 

(n + 1)-го слоя, имеет вид: 
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который отличается от (3.15) только правой частью и, следо-

вательно, также решается методом прогонки. 

По аналогии с двухслойными схемами (3.15), для уравнения 

(3.6) можно построить семейство трехслойных схем. Обозначим  
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Тогда семейство трехслойных схем можно записать в виде  
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 (3.16) 

При любых  схема (3.16) аппроксимирует уравнение (3.6) 

с порядком O(τ
2 

+ h
2
), а устойчивость имеет место при  > 0.25. 

При любом    0 шаблон схемы будет иметь три точки на верх-

нем (неявном) слое, что обусловливает необходимость исполь-

зования метода прогонки.  

Чтобы начать расчеты по трехслойной схеме, нужно знать 

решение на первых двух временных слоях: t
0
, t

1
. Однако из на-

чальных данных известно решение только на слое t
0
. Есть два 

способа реализации схемы: 

1. Решение на первом временном слое находится из разло-

жения в ряд Тейлора с учетом исходного уравнения. 
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2. Зная начальные данные (т.е. решение на «нулевом слое»), 

находим решение на первом временном слое по какой-либо 

двухслойной схеме (явной, неявной). Далее используем трех-

слойную схему. 
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9.2. Двумерное уравнение теплопроводности 

Рассмотрим теперь конечно-разностные схемы для двумер-

ной задачи. Пусть G = [0, Lx]  [0, Ly] – прямоугольная область 

на плоскости (x, y), G – граница области G, u(x, y, t) – функция, 

определенная в области G  [0, T]. Рассмотрим задачу нахожде-

ния решения u(x, y, t), удовлетворяющего уравнению  
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 (3.17) 

дополненному начальными данными  

u(x, y, 0) = u0(x, y) 

и краевыми условиями первого рода  

u(x, y, t)G = (t). 

Введем в области G  [0, T] конечно-разностную сетку с 

шагами hx = Lx/Nx, hy = Ly/Ny и τ = Т/М
 
: t

n 
= n ∙ τ, xi = ihx, yj = jhy, 

где Nx, Ny – количество разбиений области по осям x и y. По-

строим семейство двухслойных конечно-разностных схем:  
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  (3.18) 

Шаблон схемы (3.18), представленный на рис. 3.4, включает 

9 точек на неизвестном, (n + 1)-м временном слое, и 9 точек на 

известном n-м слое.  
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x = xi x = xi+1 x = xi–1 

y = yj+1 

y = yj 

y = yj–1 

 

Рис. 3.4. Шаблон схемы (3.18) для уравнения (3.17) 

 

При  = 0 схема является явной, и ее решение можно найти 

по формулам: 
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Явная схема имеет порядок аппроксимации О(τ + hx
2 
+ hy

2
). 

Как и в случае одной пространственной переменной, схема яв-

ляется условно устойчивой. Для того, чтобы получить устойчи-

вое приближенное решение, шаги разностной сетки должны 

удовлетворять условию Куранта: 

2

1
22

















yx hh
A


. 

Свойством безусловной устойчивости схема будет обладать при 

).,max(,
42

1 2

yx hhh
A

h



  

При   0 шаблон схемы (3.18) будет включать 9 точек на 

верхнем временном слое. Для нахождения решения на неизвест-

ном (n + 1)-м слое необходимо решить СЛАУ с заполненной 

матрицей, для которой экономичный метод прогонки неприме-

ним, что делает процесс решения весьма трудоемким. В этом 

случае используются так называемые методы дробных шагов, в 
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которых процесс нахождения решения на новом, (n + 1)-м вре-

менном слое разбивается на несколько промежуточных (дроб-

ных) шагов. Таким образом, на каждом шаге по одному из про-

странственных направлений схема является явной, а по друго-

му – неявной. Неявность схемы по выбранному направлению 

делает ее безусловно устойчивой. В то же время для нахождения 

решения на новом временном слое не требуется решать СЛАУ с 

заполненной матрицей, а можно найти решение с помощью не-

скольких прогонок. Эта методика широко используется при ре-

шении многомерных уравнений. 

Существует много различных схем в дробных шагах для 

уравнения теплопроводности. Наиболее распространенной явля-

ется схема продольно-поперечной прогонки:  
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  (3.19) 

Запишем схему в операторном виде: 
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Е – тождественный оператор. Чтобы исследовать аппроксима-
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цию схемы, нужно исключить из нее дробный шаг 2
1n

u . При-

меним операторы 
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E , 








 1

2


E  к первому и второму 

уравнениям (3.19), соответственно выразим из уравнений член 
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 и приравняем правые части. Таким 

образом, получим схему в «целых шагах»: 
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откуда следует, что схема (3.19) аппроксимирует уравнение 

(3.17) с порядком О(τ
2 

+ h
2
). Схема безусловно устойчива и эко-

номична. 

Реализация схемы проводится следующим образом. Пусть 

решение на n-м временном слое известно. Из первого разност-

ного уравнения с помощью метода прогонки по направлению x 

находится решение на (n + ½)-м шаге. Затем из второго уравне-

ния также с помощью прогонки по направлению y определяется 

решение на (n + 1)-м временном слое. Недостатком схемы явля-

ется то, что она не обобщается на трехмерный случай. 

В случае ненулевых краевых условий или правых частей, 

граничные условия на дробном шаге необходимо задавать спе-

циальным образом. Для этого в обоих уравнениях (3.19) перене-

сем слагаемые, содержащие 2
1n

iju , в левую часть: 
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Сложив эти уравнения, получим 
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Последнее равенство позволяет определить решение на 

дробном шаге на вертикальных границах: i = 0 и i = Nx, 

j = 1, 2, …, Ny.  

Для решения (3.17) используют также схему расщепления:  
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   (3.20) 

и схему предиктор – корректор: 
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        (3.21) 

Исследование аппроксимации для этих схем проводится так же, 

как и для (3.19). Преимуществом схем (3.20), (3.21) по сравне-

нию с (3.19) является то, что они могут быть легко обобщены на 

пространственный случай. 

Тема 10. Уравнение Пуассона 

В качестве классического представителя уравнений эллип-

тического типа рассмотрим двумерное уравнение Пуассона: 

),(
2

2

2

2

yxF
y

u

x

u
u 









 ,  (3.22) 
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F(x, y) – функция источников. Уравнение Пуассона описывает, 

например, распределение электростатического поля или стацио-

нарное распределение температуры. Частным случаем этого 

уравнения является уравнение Лапласа 0u . 

Пусть требуется определить решение в некоторой области 

G на плоскости (x, y). Корректная постановка задачи требует за-

дания граничных условий на границе этой области G . 

В одномерном случае уравнение Пуассона не что иное, как 

краевая задача первого рода для ОДУ второго порядка, решение 

которой было рассмотрено в Теме 7. 

10.1. Метод установления 

Сравнивая уравнение Пуассона и рассмотренное выше дву-

мерное уравнение теплопроводности, можно понять, что урав-

нение Пуассона является стационарным, т.е. не зависящим от 

времени вариантом уравнения теплопроводности. Поэтому для 

решения уравнения Пуассона часто используют так называемый 

метод установления. Для этого в правую часть уравнения (3.22) 

добавляют слагаемое 
t

u




 и решают полученное уравнение теп-

лопроводности с помощью описанных в Теме 9 методов до тех 

пор, пока решение не выйдет на стационар, т.е. не перестанет 

изменяться в зависимости от времени. Время в этой задаче явля-

ется фиктивным, и в разностных схемах надо использовать мак-

симально возможный шаг. Решение нестационарной задачи 

стремится к решению стационарной независимо от выбора на-

чальных данных. Процесс установления решения может занять 

продолжительное время, особенно если используются явные 

схемы, имеющие жесткое ограничение на временной шаг. 

В этом случае применение схем дробных шагов помогает суще-

ственно сократить время решения.  

10.2. Итерационные методы 

Для решения уравнения Пуассона используются и другие 

методы, не связанные со сведением его к уравнению теплопро-

водности. Как правило, все эти методы приводят к решению 
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СЛАУ с заполненной матрицей, которая решается одним из ите-

рационных методов.  

Пусть областью  dycbxaG  ,  будет прямо-

угольник, на границах которого задано гладкое решение 

u(x, y)G = γ. Построим в области G прямоугольную расчетную 

сетку с шагами 
x

x
N

ab
h


 , 

y
y

N

cd
h


 . Аппроксимируя вторые 

производные центральными разностями, имеем: 
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i
yu 4 . 

Для прямоугольной области полученную систему линейных 

алгебраических уравнений можно записать в векторно-матрич-

ной форме: 

iiiiiii FuBuCuA


  11 ,   (3.23) 
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Система (3.23) имеет блочно-трехдиагональную матрицу и 

может быть решена с помощью метода матричной прогонки. 

Однако этот метод требует больших затрат машинного времени 

и практически не применяется. Для решения (3.23) обычно ис-

пользуют итерационные методы. Достаточно эффективным 
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здесь оказывается метод Зейделя в различных его модификаци-

ях. Рассмотрим поточечный (классический) и блочный метод 

Зейделя. 

Запишем поточечный метод в виде: 
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1..., ,1,1..., ,1  yx NjNi , 

где n – номер итерации. Начальные значения 
)0(j

i
u  могут зада-

ваться произвольно. Можно увидеть, что влияние граничных 

условий в этом методе распространяется на каждом итерацион-

ном шаге на один узел сетки по соответствующей координате, 

поэтому сходимость оказывается достаточно медленной. Более 

высокой скоростью сходимости обладает блочный метод Зейде-

ля, который записывается в виде: 
     

i

n

ii

n

ii

n

ii FuBuCuA


 



 1

1

1 , 1..., ,1  xNi . 

Если записать его по точкам сетки, то получим следующую 

формулу: 
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1..., ,1,1..., ,1  yx NjNi . 

Для нахождения u
(n+1)

 на j-й строке нужно решить трехдиаго-

нальную СЛАУ методом прогонки и полученное решение раз-

местить на месте u
(n)

 в j-й строке. Видно, что влияние граничных 

условий по j-й строке распространяется значительно быстрее, 

чем в поточечном варианте метода, и скорость сходимости ока-

зывается выше. 

Если область определения решения является криволиней-

ной, численное решение значительно усложняется. В этом слу-

чае решение в приграничных узлах необходимо определять с 

помощью различных методов интерполяции. 
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Тема 11. Уравнения гиперболического типа  

11.1. Характеристики 

Основное свойство уравнений гиперболического типа – на-

личие полного набора вещественных характеристик, т.е. на-

правлений, вдоль которых уравнение (систему уравнений) мож-

но проинтегрировать (найти первый интеграл). Примеры урав-

нений гиперболического типа: 

 линейное уравнение переноса (адвекции) 

const;), ,(,0 








Ctxuu

x

u
C

t

u
  (3.24) 

 квазилинейное уравнение вида закона сохранения 

;0
)(











x

u

t
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 (3.25) 

 волновое уравнение 

,0
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2

2

2

2











x

u
c

t

u
 (3.26) 

а также уравнения теории упругости, мелкой воды, система ква-

зилинейных уравнений типа законов сохранения и еще много 

других уравнений из различных областей механики и физики.  

11.2. Линейное уравнение переноса 

Познакомимся с методами приближенного решения гипер-

болических уравнений на примере простейшего из них – ли-

нейного уравнения переноса. Рассмотрим уравнение (3.24) при 

.0t  Характеристиками уравнения являются прямые 

C
dt

dx
  

(рис. 3.5). Поскольку на рис. 3.5 ось t направлена вверх, харак-

теристики имеют угол наклона 1/С. 

Запишем производную от решения по характеристическому 

направлению: 
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C
dt
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в силу уравнения. Таким образом, вдоль данного направления 

решение уравнения не изменяется. Поэтому говорят, что реше-

ние уравнения (3.24) «переносится вдоль характеристик». До-

пустим, что известны начальные данные ),()0 ,( xxu   и необ-

ходимо найти решение в точке ) ,( ** tx . Построим поле характе-

ристик и определим точку на прямой 0t , в которую приходит 

«выпущенная» из точки ) ,( ** tx  характеристика: *

0
xx   (см. 

рис. 3.5). Поскольку решение сохраняется вдоль характеристик, 

то )()  ,( *
0

** xtxu  . 

 
 

Если начальные данные заданы на всей прямой t = 0, то ха-

рактеристика, выпущенная из любой точки полуплоскости (x, t), 

t > 0, пересечет линию t = 0. Поэтому решение в любой момент 

времени определяется как )() ,( Ctxtxu  .  

Допустим, что начальные данные заданы в ограниченной 

области: Lx 0 , и требуется определить решение при t  T. 

Выпустим из каждой точки отрезка [0, L] характеристики. В за-

висимости от знака С они закроют правую или левую часть 

прямоугольника ]0[  ]0[ LxTt   (рис. 3.6). 

t
*
 

x 

*

0
xx 

 Рис. 3.5. Решение линейного уравнения переноса (С > 0) 

t 

x
*
 



 116 

 
 

Для того, чтобы определить решение во всем прямоуголь-

нике, необходимо задать дополнительные (краевые) условия, 

причем, если С > 0, краевые условия задаются на линии x = 0, а 

если С < 0 – на линии x = L. 

Этот простой пример демонстрирует правило корректной 

постановки начальных и краевых условий для гиперболических 

уравнений. На каждой границе области решения задачи необхо-

димо задать столько условий, сколько семейств характеристик 

уходит с этой границы. 

Как будет показано ниже, от выбора формулы зависят мно-

гие важные свойства приближенного решения: аппроксимация, 

устойчивость, монотонность. 

Построим для уравнения (3.24) несколько простых схем и 

изучим их свойства. Для аппроксимации производной по про-

странству можно использовать различные формулы разностного 

дифференцирования (вперед, назад, центральная разность). При 

этом необходимо учитывать направление потока – знак кон-

станты С. Как следует из рис. 3.6, при С > 0 поток направлен 

слева направо, а при С < 0 – справа налево.  

Пусть С > 0. Построим явную схему, использующую фор-

мулу «разность назад», т.е. против потока: 

.0
1

1





 



h

uu
C

uu n
j

n
j

n
j

n
j


 (3.27) 

Выразим искомую величину: 

x 

Рис. 3.6. Решение линейного уравнения переноса  

в ограниченной области 

L 

x 

L 

С > 0 С < 0 

t = T t = T 
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где r = Сτ/h – число Куранта. 

 

  
 x
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t
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xj xj–1 
t
n
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  Рис. 3.7. Шаблон схемы (3.27) 

 

Как показывает рис. 3.7, шаблон этой схемы состоит из трех 

точек, две из которых находятся на явном n-м слое и одна – на 

неявном (n + 1)-м слое. Из точки (t
n+1

, xj) выпущена характери-

стика, которая пересекает линию t = t
n 

в точке x
*
. При r < 1 

x
*
  (xj, xj–1), при r = 1 x

*
 совпадает с xj–1, а при r > 1 находится 

вне отрезка (xj, xj–1). В силу рассмотренных выше свойств урав-

нения переноса u(t
n+1

, xj) = u(x
*
), следовательно, при r = 1 разно-

стная схема (3.27) будет давать точное решение уравнения 

(3.24). При r < 1 для нахождения u(x
*
) необходимо использовать 

интерполяционные формулы, от точности которых зависит по-

рядок аппроксимации разностной схемы. При r > 1 значение 

u(x
*
) определяется с помощью экстраполяции, и следует ожи-

дать неустойчивое поведение приближенного решения. 

Исследуем устойчивость схемы методом Фурье. Подставим 

выражение для гармоники  ijnn

j
eu  в разностную схему: 

)sin(cos)1()1(   irrrer i   .  (3.28) 

Геометрическое место точек, описываемых уравнением (3.28), – 

окружность радиуса r с центром в точке (1 – r, 0). Возможны три 

геометрические ситуации, представленные на рис. 3.8. 
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Рис. 3.8. Геометрическая иллюстрация уравнения (3.28) 

 

Рисунки 3.8а,б показывают, что при r  1 окружность (3.28) 

лежит внутри или совпадает с окружностью 1 , что означает 

устойчивость разностной схемы. При r > 1 (рис. 3.8в) окруж-

ность (3.28) является внешней по отношению к 1 , что сви-

детельствует о неустойчивости схемы (3.27). К такому же выво-

ду можно прийти аналитически, используя (3.28) и тригономет-

рические формулы половинного угла:  

.sin
2

sin21sin)cos1(1
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что справедливо при r  1 (условие Куранта). 

Следующий пример – явная схема по потоку: 
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которую можно также записать в виде: 
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Как показывает рис. 3.9а, на котором изображен шаблон схемы, 

характеристика уравнения, выпущенная из точки (t
n+1

, xj) ни при 

каких значениях числа Куранта не пересечет отрезок (xj, xj+1), 

следовательно, можно ожидать, что схема будет неустойчивой. 

Действительно, исследуем устойчивость схемы методом Фурье. 

Подставив гармонику 
 ijnn

j
eu  в разностную схему, получим 

уравнение окружности радиуса r с центром в точке (1 + r, 0): 

).sin(cos)1()1(   irrrer i     (3.30) 

Рисунок 3.9б показывает, что 1  при любом r, и, следова-

тельно, схема является абсолютно неустойчивой.  

 

 

 

 

 r 1 

1+ r 
 x 

 y  б 

 
Рис. 3.9. Шаблон схемы (3.29) (а)  

и иллюстрация уравнения (3.30) (б) 
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 имеет второй 

порядок аппроксимации по пространству, однако, как и преды-

дущая схема по потоку, является абсолютно неустойчивой. 

Кроме явных, для решения уравнения (3.24) можно пред-

ложить неявные схемы с аппроксимацией против потока: 

0

1
1

11





 




h

uu
C

uu n
j

n
j

n
j

n
j


 (3.31) 

или по потоку: 

xj xj+1 
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а 



 120 

0

11
1

1





 




h

uu
C

uu n
j

n
j

n
j

n
j


. (3.32) 

Обе схемы имеют первый порядок аппроксимации по вре-

мени и пространству. С помощью метода Фурье можно пока-

зать, что при C > 0 схема (3.31) абсолютно устойчива, а схема 

(3.32) условно устойчива при r  1. Если знак константы изме-

нится, необходимо изменить направление аппроксимации про-

изводной по пространству. 

Рассмотрим теперь линейное уравнение переноса с пере-

менным коэффициентом: 

( , ) 0
u u

C x t
t x

 
 

 
, 0 x L  ,  0t  . (3.33) 

Для ранее рассмотренных явных и неявных схем устойчивая ап-

проксимация зависит от знака С(x, t). Если в какой-то части об-

ласти решения знак функции C(x, t) положителен, а в какой-то – 

отрицателен, можно использовать гибридную схему Куранта – 

Изаксона – Риса (КИР): 
1

1 1 1
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2 2

n n n n n n
j j j jj j j j j j

C C C Cu u u u u u

h h



  
   

   . 

Схема КИР устойчива при выполнении условия Куранта r  1 

при любом знаке коэффициента C(x, t). 

Приведем еще несколько явных разностных схем, которые 

используют для решения уравнения (3.33): 

– симметричная схема 
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– схема Лакса 
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– схема Лакса – Вендрофа  
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– схема Мак-Кормака 

).корректор(0

~~

2

),предиктор(0

~

11
1

1














 


















h

uu

h

uuCuu

h

uu

jC
uu

jj
n
j

n
jj

n
j

n
j

n
j

n
j

n
jj




 

11.3. Разрывные решения 

При разработке методов приближенного решения необхо-

димо, чтобы приближенные решения сохраняли все качествен-

ные свойства исходного уравнения. Уравнение (3.24) допускает 

разрывные решения. Разрыв может формироваться в начальный 

момент из-за несогласованности начальных данных и краевых 

условий на прилегающей границе (рис. 3.10а). Если начальные 

данные содержат разрыв, то он будет «переноситься» по харак-

теристике. В этом случае решение будет иметь вид, представ-

ленный на рис. 3.10б. 

 

  
 

Рис. 3.10. Формирование разрыва из-за несогласованности  

начальных данных и краевых условий (а) и разрывное решение 

уравнения адвекции (б) 

 

а б 
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Следует заметить, что разрывное решение не может быть 

решением исходного дифференциального уравнения (3.24), а 

более общего интегрального уравнения типа закона сохранения, 

о котором будет рассказано ниже. 

11.4. Первое дифференциальное приближение  

Способность разностной схемы воспроизводить разрывные 

решения называется К-свойством. Наличие К-свойства очень 

важно для расчета задач, в которых могут возникать разрывы 

решений, например, ударные волны в газовой динамике. Далеко 

не все рассмотренные выше схемы обладают этим свойством. 

Для исследования данного свойства схем используется метод 

первого дифференциального приближения (ПДП). 

Построим первое дифференциальное приближение схемы 

(3.27). Для этого разложим решение в ряд Тейлора в окрестно-

сти точки (t
n
, xj): 

2
1

2

n n

j j t ttu u u u


    ; 

2

1
2

n n

j j x xx

h
u u hu u     

и подставим разложения в разностную схему. В результате по-

лучим так называемую Г-форму ПДП, в которую кроме членов 

исходного уравнения входят некоторые добавки порядка ап-

проксимации схемы: 

0
2 2

t tt x xx

h
u u C u u

  
    

 
. 

Преобразуем выражение, используя исходное уравнение: 

t xu Cu  ; 
2( )tt xt t x xxu Cu C u C u     , 

в результате чего получим П-форму ПДП: 

2 0
2 2

t xx x xx

Ch
u C u Cu u


    . 

С учетом обозначения 







 1

2 h

CCh 
  ПДП примет вид 

t x xxu Cu u  . (3.35) 
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Полученное уравнение отличается от исходного (3.24) наличием 

члена со второй производной в правой части, имеющего физи-

ческий смысл вязкости (диффузии, теплопроводности). В этом 

случае говорят, что схема обладает схемной вязкостью, или 

диффузией. Если 1
C

r
h


  , то 0  , т.е. схема добавляет в ис-

ходное уравнение вязкость, которая «размазывает» разрывы и 

большие градиенты решения. Если 1
C

r
h


  , то 0   (вязко-

сти нет), и схема (3.27) способна точно воспроизводить разрыв-

ные решения. Если 1
C

r
h


  , то 0  , т.е. вязкость отрица-

тельна, что говорит о некорректности уравнения (3.33). Любое 

численное решение задачи Коши с начальными данными при 

t = 0 будет разрушаться за несколько временных шагов. Это со-

гласуется с тем, что явная схема (3.27) неустойчива при числах 

Куранта, превышающих единицу. 

Аналогичные выкладки для схемы (3.31) приводят к ПДП  

1
2

t x xx

Ch C
u Cu u

h

 
   

 
, (3.36) 

из которого следует, что при любом числе Куранта в уравнении 

присутствует положительная схемная вязкость. Это, с одной 

стороны, обеспечивает абсолютную устойчивость неявной схе-

мы, но также делает схему диффузионной. 

Найдем ПДП схемы (3.32). Разложим входящие в схему вы-

ражения в ряд Тейлора в окрестности точки (
1/2nt 

,
1/2jx 

), сохра-

няя члены порядка аппроксимации схемы: 
1 1 2 3

1 1 1/2

1/2 1/2
2 2 8 48

n n

j j n n

j j t tt ttt

u u
u u u u u

  
 

  

 


     , 

1 2 3
1 1/2

1/2 1/2
2 2 8 48

n n

j j n n

j j t tt ttt

u u
u u u u u

  


 

 


     , 
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1 2 3
1/2 1/2

1/2
2 2 8 48

n n

j j n n

j j x xx xxx

u u h h h
u u u u u



 




     , 

1 2 3
1 1 1/2 1/2

1 1/2
2 2 8 48

n n

j j n n

j j x xx xxx

u u h h h
u u u u u



   

 


      

и подставим эти выражения в (3.32): 
2 3 2 3

2 3 2 3

2 8 48 2 8 48

2 8 48 2 8 48 0

t tt ttt t tt ttt

x xx xxx x xx xxx

u u u u u u u u

h h h h h h
u u u u u u u u

C
h

     



      



      

  .

 

После преобразований получим Г-форму ПДП: 
3 2 2

0
24 24

t x ttt xxx

C Ch
u Cu u u


    ,  

а с учетом уравнения и его следствий 

t xu Cu  ; 2

tt xxu C u ; 3

ttt xxxu C u   

– П-форму ПДП: 
2 2 2

2
1 0

24
t x xxx

Ch C
u Cu u

r

 
    

 
. (3.37)  

В отличие от (3.35) и (3.36), уравнение (3.37) не содержит члена 

со второй производной по пространству (схемную вязкость). 

Однако в уравнении появился член с третьей производной по 

пространству, имеющий физический смысл численной диспер-

сии. Наличие дисперсионного члена означает зависимость  

 – скорости распространения гармоники tkxie  от ее длины 

волны k. Если начальные данные представляют собой суперпо-

зицию нескольких гармоник с различными длинами волн, то при 

расчете с использованием схемы (3.37) численное решение рас-

падется на несколько отдельных возмущений, двигающихся с 

различными скоростями. Численная дисперсия приводит к по-

явлению мелких высокочастотных возмущений впереди или по-

зади областей больших градиентов или разрывов решения. 
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11.5. Монотонность численного решения 

Важным свойством точного решения является сохранение 

монотонности начальных данных. Это означает, что если в на-

чальных данных отсутствовали локальные экстремумы, то ре-

шение останется монотонным во все последующие моменты 

времени. Схемы, сохраняющие это свойство уравнения, назы-

ваются монотонными. С.К. Годунов доказал, что любая явная 

двухслойная линейная схема, которую можно записать в виде  
1n n

i l i l

l

y y

 , (3.38) 

где 
0 1l l l   – номера точек шаблона на явном слое, будет мо-

нотонна тогда и только тогда, если все коэффициенты 
l

  неот-

рицательны.  

Например, явную схему (3.27) можно записать как  
1

1 (1 )n n n

j j ju ru r u

   . 

Здесь 
0 10; 1 0r r      . Следовательно, если число Ку-

ранта меньше 1 и схема устойчива, она монотонна. 

Неявную схему (3.31) можно записать в виде  
1 1

1( )n n n

j j ju h C hu C u  

   . 

Выражая искомую функцию на неявном слое, получим бес-

конечный ряд: 

 1 1 1

1 2 1

0

1 1 1
...

... ; 0.

n n n n n n

j j j j j j

l

n

j l l

l

u C u hu C u hu h
h C h C h C

h C
u

h C h C

 
  




 

  

  







  
       

    

 
 

  


 

Известна доказанная С.К. Годуновым теорема («барьер Го-

дунова») о том, что монотонная двухслойная линейная схема не 

может иметь порядок аппроксимации выше первого.  

11.6. Схемы высокого порядка 

Как показывают численные эксперименты, при использова-

нии схем, имеющих второй и выше порядок аппроксимации 
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(например, рассмотренная выше схема (3.34)), на монотонном 

начальном профиле появляются осцилляции, т.е. решение ста-

новится немонотонным. Эта особенность численного решения 

связана с численной дисперсией, т.е. наличием члена с третьей 

производной, который присутствует в ПДП схем с порядком ап-

проксимации выше первого.  

Необходимость точного воспроизведения в расчетах разры-

вов и областей решения с большими градиентами при сохране-

нии монотонности начального профиля привела к идее создания 

так называемых TVD-схем, т.е. схем с невозрастающей полной 

вариацией (Total Variation Diminishing). Полная вариация чис-

ленного решения на n-м временном слое определяется как  

  1

n n n

j j

l

TV u u u






  . 

Схемы, у которых полная вариация решения не возрастает при 

переходе на следующий временной слой, называются TVD-

схемами. TVD-свойство означает, что в расчете не возникают 

новые локальные максимумы или минимумы, существующие 

локальные максимумы не увеличиваются, а минимумы – не 

убывают. 

Можно доказать, что линейная схема (3.38) обладает TVD-

свойством, если 0
l

  и 1l

l

  . Таким образом, все монотон-

ные схемы обладают TVD-свойством, обратное в общем случае 

неверно. 

Чтобы преодолеть «барьер Годунова», т.е. построить TVD-

схему, имеющую, например, второй порядок аппроксимации, в 

исходную разностную схему вводят так называемые ограничи-

тели (limiters).  

Любая двухслойная схема для (3.24) может быть записана 

как  

, ,...),,()( 212/11
1 n

j
n
j

n
jj

n
j

n
j

n
j

n
j uuuLuuruu 
   

где первые два члена правой части представляют собой устой-

чивую противопоточную аппроксимацию, а перед дополнитель-
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ным членом L, обеспечивающим более высокий порядок ап-

проксимации, введен ограничитель  

),(
jjj

S  где 
n
j

n
j

n
j

n
j

j
uu

uu
S










1

1
. 

Ограничитель обращается в ноль там, где его аргумент отрица-

телен. В случае появления осцилляций (как правило, это проис-

ходит в областях с большими градиентами или разрывами ре-

шений) исходная схема превращается в устойчивую монотон-

ную схему первого порядка аппроксимации, и присущая ей 

схемная вязкость гасит нежелательные осцилляции. 

В литературе можно найти много образцов ограничителя, 

приведем наиболее распространенные:  

– minmod:  ; ) ,1min(,0max)( SS   

– superbee:  ; ),2min(),2 ,1min(,0max)( SSS   

– van Leer: 
1

)(





S

SS
S . 

Следует заметить, что точно доказать TVD-свойство можно 

лишь в простейшем линейном случае. Однако и в нелинейных 

задачах используют аналогичный прием. В частности, TVD-

схемы нашли широкое распространение при расчете задач газо-

вой динамики, в которых часто встречаются разрывные решения 

(ударные волны, контактные разрывы).  

11.7. Уравнение Хопфа. Градиентная катастрофа 

Познакомимся со свойствами нелинейных гиперболических 

уравнений на примере уравнения (3.25), которое в частном слу-

чае 
2

)(
2u

u   можно записать в виде  

.0









x

u
u

t

u
 (3.39) 
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Характеристики уравнения (3.39) находятся из уравнения 

) ,( txu
dt

dx
 , следовательно, если u(x, t) отлично от константы, 

характеристиками будут кривые линии. 

Будем решать уравнение (3.39) в области  = [0, L]  [0, T]. 

Пусть заданы начальные данные и краевые условия 

0)(,0)(),()0,(  xxxxu  , 

 (3.40) 

0)(,0)(),(),0(  ttttu  ,  

причем начальные данные и краевые условия согласованы: 

)0()0(   . Поле характеристик для этой задачи представляет 

собой расходящийся веер кривых (рис. 3.11а). Из каждой внут-

ренней точки области  можно опустить характеристику, кото-

рая придет на границу x = 0 или t = 0. Следовательно, существу-

ет гладкое решение задачи, которое может быть найдено с по-

мощью приближенных методов, описанных выше.  

Ситуация изменится, если начальные данные или краевые 

условия будут разрывными или для них не будет выполнено ус-

ловие согласования, например: 

const) ,0(,const)0 ,(  btuaxu . (3.41) 

Пусть b < a. Характеристиками являются параллельные прямые 

линии с наклонами 1/b и 1/a (рис. 3.11б), однако в области, ог-

раниченной прямыми (t = x/a, t = x/b), характеристики отсутст-

вуют. В этом случае пустую область можно заполнить расходя-

щимся веером характеристик, которые определяют решение в 

виде волны разрежения 

















btxb

btxat
t

x

atxa

txu ,

,

),( . (3.42) 

Решение непрерывно, но на линиях сопряжения рвется произ-

водная (слабый разрыв).  
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а      б 

 
 

Рис. 3.11. Поле характеристик задачи (3.40) и (3.41) при b < a 

 

Если в (3.41) предположить, что b > a, то картина характе-

ристик кардинально перестроится. В некоторой подобласти 1 

характеристики, выпущенные с линий x = 0 и t = 0, пересекутся 

(рис. 3.12а). Это означает, что в данной подобласти существует 

два различных решения, принесенных с разных границ . Пере-

сечение характеристик одного семейства называется градиент-

ной катастрофой. В последующие за градиентной катастрофой 

моменты времени непрерывное решение не существует. 

Для корректного определения единственного решения разде-

лим область пересечения характеристик на два сектора, в каждом 

из которых решение определяется единственным образом. С од-

ной стороны от линии разрыва решения x = Dt решение равно b, а 

с другой – a (рис. 3.12б). На плоскости (u, x) решение представля-

ет собой ударную волну, т.е. кусочно-постоянную функцию с раз-

рывом, двигающимся слева направо со скоростью D: 










Dtxa

Dtxb
txu

,

,
),( . (3.43) 

Как будет показано ниже, скорость разрыва D не произвольна, а 

выбирается из некоторых дополнительных соображений. 

 

 

 

u=b 

t = x/b 

t = x/a 

x = L 

u = (x) 

u=(t) 

 

x 

t 

x = L 

x = L 

x 

t 

u = a 
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а       б 

  
 

Рис. 3.12. Поле характеристик задачи (3.40) и (3.41) при b > a: 

пересечение характеристик (a) и линия разрыва (б)  

 

Поскольку разрывные функции нельзя дифференцировать, 

то построенная функция не может быть решением исходного 

дифференциального уравнения. В этом случае говорят об обоб-

щенном решении, удовлетворяющем более общему интеграль-

ному уравнению  

dxdt
u

xt

u

S

 
2

2




































 = 0, 

где S – произвольная замкнутая область на плоскости (x, t). 

Пусть dS – граница области S. По теореме Грина 

dxdt
t

P

x

Q
QdtPdx

SdS

  
















  . 

Положим uP
u

Q    ,
2

2

, тогда 

udxdt
u

dxdt
u

xt

u

dSS




































 2

 
2

22

 = 0. (3.44) 

Будем называть обобщенным решением (3.39) функции, 

удовлетворяющие интегральному уравнению (3.44). Для гладких 

функций уравнения (3.39) и (3.44) эквивалентны, однако разрыв-

ные функции могут быть только обобщенными решениями. 

u = a 

u = b 

x= L 

t = 1/b + c 

t = 1/a + c 

1 

x 

t 

x 

t 

u= a 

u = b 

x = Dt 
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Уравнение (3.44) позволяет определить скорость движения 

разрыва D для задачи с условиями (3.41).  

Выберем в качестве S прямоугольную область со сторонами 

h и τ, изображенную на рис. 3.13. Линия разрыва является диа-

гональю прямоугольника, значит, h = Dτ. Найдем интеграл 

(3.44) по границе области S с учетом направления обхода от 

точки начала координат против часовой стрелки: 

,0
2

)(
2

22

222

22












ba
hab

b

bh
a

ahudxdt
u

dS  

,0
2

)( 






 


ba
Dab   

поскольку b  a, то  

 
Рис. 3.13. Область  

интегрирования 

2

ba
D


 , 

т.е. скорость разрыва равна полусумме значений решения по 

разные стороны от разрыва.  

Пусть u > 0 во все моменты времени. По аналогии с линей-

ным уравнением построим для уравнения (3.34) противопотоко-

вые схемы: 

0
1

1

1





 





h

uu
u

uu n
j

n
jn

j

n
j

n
j


, (3.45) 
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, (3.46) 
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 (3.47) 

Посмотрим, будут ли указанные схемы правильно воспро-

изводить разрывное решение уравнения (3.39) с условиями 

(3.41) при b = 1, a = 0 (первый пример Лакса). 

Точное решение представляет собой ступенчатую функцию 

(3.43), скорость движения разрыва D = 0.5. Однако в расчетах по 

x 

t 

u = a 

u = b x = Dt 



h 

u = b 

u = a 
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схеме (3.45) разрыв стоит на месте. При использовании (3.46) 

разрыв движется с большей скоростью: D = 1, и только схема 

(3.47) дает правильную скорость движения разрыва D = 0.5. 

Причиной успеха схемы является то, что она аппроксими-

рует исходное уравнение (3.39), записанное в дивергентной, или 

консервативной форме: 

0
2

2

















 u

xt

u
, 

из которой следует определение обобщенного решения: 

   
0

22
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. 

Такие схемы называются консервативными, и только такие 

схемы гарантируют правильное воспроизведение скорости раз-

рывных решений.  

Пусть теперь а = 1, b = 0 (второй пример Лакса). Выше 

для этих условий было построено непрерывное решение (3.42) – 

«волна разрежения». Попробуем построить еще одно решение 

по формуле (3.43). В исходное поле характеристик (рис. 3.14а) 

введем линию разрыва x = Dt и достроим характеристики, вы-

ходящие из этой линии (рис. 3.14б). 

а      б 

  
Рис. 3.14. Исходное (а) и достроенное (б) поле характеристик 

второго примера Лакса 

 

Несмотря на то, что формально это решение построено по 

аналогии с ударной волной, оно является нефизичным. В отли-

чие от ударной волны (рис. 3.12б), для которой характеристики 

x 

t 

x =
 
t + c 

x = c 
x = Dt 

x 

t 

x = t + c 
x = c 
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«входят» в линию разрыва и приносят на нее информацию о 

решении, в последнем случае характеристики «выходят» из раз-

рыва и уносят информацию в окружающую среду. В газовой 

динамике существование таких решений запрещает второй за-

кон термодинамики, предписывающий неубывание энтропии 

замкнутой системы. В связи с этой аналогией в вычислительной 

математике используют термин «энтропийное» решение. При 

построении разностных схем для уравнения (3.34) надо следить 

за тем, чтобы в процессе решения не появлялись нефизичные, 

т.е. «неэнтропийные» решения. Доказано, что решения, полу-

ченные с помощью монотонных разностных схем, являются эн-

тропийными. 

Второй способ построения правильных «энтропийных» ре-

шений – это использование «псевдовязкости», т.е. искусствен-

ного сглаживания решений уравнения (3.39) путем введения в 

него дополнительного слагаемого, например 

,
2

2

x

u

x

u
u

t

u














  (3.48)  

где  – малый параметр, имеющий физический смысл коэффи-

циента вязкости. При   0 уравнение (3.48) переходит в (3.39), 

следовательно, решение уравнения (3.39) может быть получено 

как предел решений (3.48). 

Приведем еще один – третий пример Лакса для уравнения 

(3.39) с начальными данными:  
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Точное решение задачи при t < 1 имеет вид:  
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При 0 < t < 1 решение непрерывно. В момент времени t = 1 

происходит градиентная катастрофа, т.е. производная решения 
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обращается в бесконечность, и при t > 1 решение является раз-

рывным. Это решение моделирует процесс образования удар-

ных волн и поэтому является хорошим тестом для уравнений га-

зовой динамики.  

В заключение приведем TVD-схему для уравнения (3.39), 

которую можно использовать для расчетов разрывных решений. 

Пусть 
2

2uF  . С учетом направления поток раскладывается на 

две составляющие   FFF ,  

где 
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F . Аппроксимация повы-

шенного порядка строится по следующим формулам: 
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Для сохранения монотонности решения в областях разрывов и 

локальных экстремумов для схем повышенного порядка аппрок-

симация снижается путем применения ограничителей. Один из 

возможных – это замена операторов 
  и   операторами 

  

и 
  соответственно: 
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k – параметр схемы, от которого зависит порядок аппроксима-

ции: второй при k = – 1, третий при k = 1/3,   лежит в пределах 

k

k






1

3
1 . 

11.8. Волновое уравнение 

Типичным представителем уравнений гиперболического 

типа является так называемое волновое уравнение, описываю-

щее распространение различных волн: 

   . , ,2 txfutxgu xxtt    (3.50) 

Пусть требуется решить уравнение в области G:  ,1 ,0x  

 Tt  ,0 . 

Дополним уравнение начальными данными  

)()0 ,();()0 ,( 21 xxuxxu t    (3.51) 

и краевыми условиями  

  ).( ,1) ,1(

),() ,0() ,0(

10

10

tBtustus

tAtuptup

x

x




 (3.52) 

Явная конечно-разностная схема  

Для приближенного решения будем использовать конечно-

разностный метод. Для этого введем в области G разностную 

сетку, в качестве которой используем совокупность точек пере-

сечения прямых x = ih, t = j, i = 0, 1, ..., N; j = 0, 1, ..., M, где h и 

 – шаги сетки по пространственной и временной координатам. 

Если положить, что шаги h и  связаны соотношением  = rh, 

r = const, то сетка будет зависеть только от одного параметра h. 

Через ui
j
 обозначим значение сеточной функции в точке 

(xi, t 
j
). Аппроксимируем входящие в (3.50) – (3.52) производные 

конечно-разностными соотношениями второго порядка точности: 
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Подставив эти выражения в (3.50), получим явную разност-

ную схему: 
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          (3.53) 

 

Схеме (3.53) отвечает шаб-

лон типа «крест», изображенный 

на рис. 3.15. Он иллюстрирует 

тот факт, что для вычисления 

значения искомой функции на 

временном слое j + 1 необходи-

мо знать значения этой функции 

на двух предыдущих слоях j и  

j – 1. Следовательно, для того, 

чтобы начать расчет, необходи-

мо знать значения сеточной 

функции на первых двух вре-

менных слоях.  

 
 

Рис. 3.15. Шаблон явной 

схемы для волнового  

уравнения 

Решение на временном слое t = t0 определено начальными 

данными (3.51): ).(1
0

ii xu   Чтобы вычислить решение при t = t1 

воспользуемся формулой Тейлора, а также начальными данны-

ми (3.51) и уравнением (3.50): 
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Для нахождения значений сеточной функции ui
j
 во внут-

ренних точках xi = ih, i = 1, …, N – 1, на временных слоях tj, 

j = 2, 3, …, M, используем разностную схему (3.53): 
j

i

j

i

j

i

j

i

j

i

j

i

j

i
fuuugruuu 2

11

2211 )2(2 



, 

i = 1, 2, …, N – 1. (3.54) 

Для определения искомой сеточной функции на линиях  

x = x0, x = xN воспользуемся краевыми условиями. В случае пер-

вой краевой задачи (p1 = 0, s1 = 0) значения функции в гранич-

( i, j+1) 

( i-1, j) 

( i+1,j) 

( i,j-1) 

(i, j + 1) 

(i + 1, j) 

(i – 1, j) 

(i, j – 1) 
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ных точках задаются точно: ).( ),(0
jj

N
jj tButAu   Если p1  0, 

s1  0 (вторая или третья краевая задача), производные в (3.52) 

необходимо заменить конечно-разностными соотношениями. 

Используем формулы первого порядка аппроксимации: 

,, 1

10

01

100

j

j

N

j

Nj

N

j

jj

j B
h

uu
susA

h

uu
pup 





  откуда  

...., ,3 ,2,,
10

11

01

11
0 Mj

shs

ushB
u

hpp

hAup
u

j
N

j
j
N

jj
j 









   (3.55) 

Можно показать, что схема (3.54) имеет второй порядок ап-

проксимации относительно h. Однако соотношения (3.55) имеют 

лишь первый порядок аппроксимации, что, несомненно, снижа-

ет общую точность полученного приближенного решения. Что-

бы общий порядок аппроксимации задачи не понижался, для 

аппроксимации производных в граничных условиях (3.52) необ-

ходимо использовать соотношения второго порядка аппрокси-

мации: 
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откуда легко получить выражения для j
N

j uu ,0 , имеющие второй 

порядок аппроксимации. 

Исследование устойчивости разностной схемы  

Для того, чтобы решение задачи (3.54) сходилось к реше-

нию исходной задачи, требуется устойчивость этой схемы. 

Опишем один из методов исследования устойчивости. Рассмот-

рим задачу Коши: 

,),(
)0,(

),()0,(

const, ,0,,0

21

2

2
2

2

2

















xx
t

xu
xxu

gTtx
x

u
g

t

u



 (3.56) 

которую аппроксимируем разностной схемой 
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 (3.57) 

Для устойчивости разностной схемы относительно возму-

щения начальных данных необходимо, чтобы решение задачи 

(3.57) удовлетворяло условию 

,,...,1 ,0,maxmax 0 MjuCu m
m

j
m

m

  (3.58) 

при произвольной ограниченной функции )(
1 m

x , в частности, 

для 
mie  

1 , где  – вещественный параметр. Тогда решение 

задачи (3.56) можно искать в виде 
mijj

m
eu  ,             (3.59) 

где )(  . Условие (3.59) выполняется, если числа )(  ле-

жат внутри круга единичного радиуса, т.е.  

  1 .              (3.60) 

Неравенство (3.60) выражает необходимое условие устой-

чивости Неймана. Подставив (3.59) в (3.57), для определения 

   получим уравнение  

01
2

sin212 2222 







 


 gr .  (3.61) 

По теореме Виета произведение корней этого уравнения рав-

но 1, т.е. для выполнения условия (3.60) требуется, чтобы корни 

2,1
  уравнения (3.61) были комплексно сопряженными и лежали 

на единичной окружности. Для этого, в свою очередь, необходи-

мо, чтобы дискриминант  D  уравнения (3.51) был отрицателен: 

  .01
2

sin
2

sin4 222222 










 grgrD  

Данное неравенство выполняется при всех , если 1gr . 

Следовательно, условием устойчивости схемы (3.57) будет 
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g

h
 . (3.62) 

Пусть теперь g = g(x, t)  const. В этом случае применяется 

принцип «замороженных коэффициентов», в соответствии с ко-

торым необходимое условие устойчивости Неймана можно за-

писать в виде 

).,(max,
,

*

*

txgg
g
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tx
  (3.63) 

В заключение отметим, что вопрос влияния граничных усло-

вий на устойчивость разностной схемы здесь не рассматривается. 

Неявная разностная схема 

При построении схемы (3.53) производная uxx была замене-

на на конечную разность на временном слое tj = j. Если же ис-

пользовать значения с временного слоя tj + 1, то получим схему 
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,   (3.64) 

которой соответствует шаблон, изображенный на рис. 3.16. 

 

Из уравнения (3.64) не-

возможно явно выразить 
1j

i
u  

через значения функции u с 

предыдущих слоев по време-

ни (j и j – 1), поскольку в 

(3.61) наряду с 
1j

i
u  входят 

неизвестные 
1

1





j

i
u  и 

1

1





j

i
u . По-

этому данная схема называет-

ся неявной. 

 
 

Рис. 3.16. Шаблон неявной  

схемы для волнового уравнения 

Анализ устойчивости показывает, что неявная схема безус-

ловно устойчива, т.е. обеспечивает сходимость разностной зада-

чи к решению соответствующей дифференциальной при любом 

отношении /h. Решение на первых двух временных слоях опре-

деляется из начальных данных так же, как это сделано для явной 

схемы. Обозначив ,221 rg j

i

  перепишем (3.64) в виде 

(i + 1, j + 1) 
(i – 1, j + 1) 

(i, j) 

(i, j – 1) 
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Дополнив (3.65) формулами, аппроксимирующими краевые 

условия, получим СЛАУ с трехдиагональной матрицей, которая 

решается с помощью метода прогонки (см. Раздел 1). 

Тема 12. Современные пакеты прикладных программ  

для решения задач строительства
*
 

В настоящее время невозможно представить решение 

сложных инженерных задач без помощи методов численного 

моделирования. В каждой из прикладных областей существует 

иерархия подходов для решения различных проблем, предла-

гаемых практикой. На их основе разрабатываются как коммер-

ческие, так и свободно распространяемые программы. Так, в 

строительной области на сегодняшний день завоевывают попу-

лярность пакеты ABAQUS, SCAD, LS-DYNA, ЛИРА, COSMOS, 

ANSYS, NEiNASTRAN и др. 

Основными схемами, используемыми для расчета работы 

конструкций в этих программных системах, или САПР (системы 

автоматизированного проектирования; англ. CAE – Computer 

Aided Engineering), являются конечно-элементные методы 

(МКЭ). Их описание приведено в Разделе 2. 

Напомним, что метод конечных элементов предназначен 

для решения дифференциальных уравнений. Конечно-элемент-

ный анализ позволяет моделировать нагрузку на конструкцию и 

определять ее реакцию на эту нагрузку. Конструкция моделиру-

ется набором дискретных блоков, которые называются элемен-

тами. Число этих блоков конечно, в то время как физическая по-

становка содержит бесконечное количество элементов. Поэтому 

естественно, что в результате мы получаем приближенное ре-

шение, и очень важно, насколько точно мы определяем искомую 

реакцию конструкции на нагрузку. 

                                                 
* Авторы выражают благодарность за помощь в подготовке Темы 12 аспирант-

ке кафедры прикладной математики НГАСУ (Сибстрин) С.А. Вальгер. 
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С математической точки зрения суть метода заключается в 

разбиении области решения на конечное число подобластей 

(элементов) и построении внутри них аппроксимирующей 

функции некоторого порядка (базисной функции, функции фор-

мы). Значения функции на границах элементов являются реше-

ниями исходной задачи. В результате получается система ли-

нейных алгебраических уравнений с разреженной матрицей, ко-

торая затем решается одним из известных способов. 

В данном пособии в качестве основы для получения пред-

ставлений о современных методах численного моделирования и 

об использовании программных пакетов расчета задач строи-

тельства выбран пакет ANSYS. Данный коммерческий продукт, 

помимо расчетных возможностей в области строительства и ме-

ханики твердого тела, включает также линейку программ, пред-

назначенных для решения задач газодинамики, электромагне-

тизма, теплообмена и микроэлектроники. В каждом из них ис-

пользуется свой набор численных методов. Мы сосредоточимся 

на задачах строительства и МКЭ. Поскольку интерфейс про-

граммы не русифицирован, для удобства читателя названия 

большинства терминов и объектов будут дублироваться на анг-

лийском языке. 

12.1. Базовые сведения 

Современные версии ANSYS предлагают пользователю 

общую платформу для работы с различными приложениями, 

имеющимися в пакете. Эта платформа называется ANSYS 

Workbench; она является средой для разработки инженерных 

проектов, которые связываются воедино даже в случае междис-

циплинарных расчетов, включающих разные аспекты одной 

проблемы (прочность, теплообмен, аэродинамика). Удобный и 

понятный для инженеров интерфейс платформы позволяет об-

новлять данные на уровне проекта, проводить параметрические 

и оптимизационные расчеты, обеспечивает связь с САПР систе-

мами. Таким образом, многие приложения, ранее являвшиеся 

независимыми, были интегрированы в среду Workbench. Мо-
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дуль для расчета прочности и устойчивости конструкций носит 

название ANSYS Mechanical и доступен как в виде самостоя-

тельного приложения, так и в составе Workbench. Выполнение 

сложных прочностных и многодисциплинарных расчетов дос-

тупно пока лишь в традиционном интерфейсе ANSYS и носит 

название Mechanical APDL. APDL (ANSYS Parametric Design 

Language) – это язык, созданный для написания программ, 

скриптов, пользовательских окон данного решателя. 

В среде Mechanical возможно проведение следующих типов 

расчетов конструкций на прочность: 

1. Статический (или переходный к динамическому) анализ 

(Static Analysis) определяет деформации, напряжения и т.п. при 

статических нагрузках. Сюда включаются как линейные, так и 

нелинейные постановки. Нелинейность может включать явления 

пластичности, больших деформаций, упрочнения, ползучести, 

поверхности контакта и т.п. 

2. Динамический анализ (Transient Dynamic Analysis) ис-

пользуется для определения отклика конструкции на произ-

вольные нагрузки, изменяющиеся во времени. Все нелинейно-

сти, рассматриваемые в статическом анализе, также могут быть 

учтены. 

3. Модальный анализ (Modal Analysis) рассчитывает есте-

ственные частоты и формы колебаний конструкции. Имеет до-

полнение в виде спектрального анализа (Spectrum Analysis). 

4. Гармонический анализ (Harmonic Analysis) призван оп-

ределять отклик конструкции при воздействии нагрузок, зави-

сящих от времени по гармоническому закону. 

5. Расчет потери устойчивости (Buckling Analysis). 

6. Оптимизация формы. 

7. Расчет контактных задач: скольжение с разделением, 

трение, уплотнение. 

В дополнение к прочностным расчетам имеется возмож-

ность провести (отдельно или совместно, т.е. с учетом взаимо-

влияния) тепловой расчет (Thermal) – стационарный и неста-
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ционарный, а также решить задачи проводимости, конвекции, 

излучения, радиации, учесть фазовые переходы. 

Также имеются возможности междисциплинарных иссле-

дований (мультифизичные модели), включая: 

1. Акустический/прочностной анализ. 

2. Тепловой/прочностной анализ. 

3. Тепловой/электрический анализ
*
. 

4. Тепловой/электрический/прочностной анализ
*
. 

5. Пьезоэлектрический анализ
*
. 

6. Пьезорезистивный анализ
*
. 

7. Взаимодействие конструкции с текучей средой
*
. 

8. Универсальный модуль расчета связанных полей
*
. 

9. Моделирование магнитных полей конструкции (Magne-

tostatic). 

Примечание. Расчеты, отмеченные звездочкой, требуют 

приобретения дополнительных продуктов пакета. 

Для решения системы уравнений строительной механики 

используется метод конечных элементов, упомянутый выше. 

Таким образом, решение задачи включает несколько основных 

этапов: 

1. Физическая постановка задачи. 

2. Выбор математической модели (типа решателя). 

3. Построение геометрии задачи. 

4. Построение сетки (разбиение на конечные элементы). 

5. Задание граничных условий. 

6. Проведение расчета. 

7. Анализ результатов. 

Физическая постановка задачи определяется пользователем 

на основе исходных данных. В зависимости от постановки вы-

бирается один из перечисленных выше типов расчета (анализа). 

Решается, будет ли объектом исследования некоторая деталь 

либо это сборка, являются ли элементы оболочками (Surface) 

или телами (Solid). 

Рассмотрим последующие этапы решения задачи в ANSYS 

более подробно. 
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12.2. Основной интерфейс и запуск Workbench 

Запуск среды Workbench осуществляется через последова-

тельность меню Windows ПУСК   Программы   ANSYS  

  Workbench. При этом открывается окно Workbench, разде-

ленное на несколько полей: поле инструментов (слева; разделы 

можно свернуть/развернуть, нажав на значок «–»/«+»), поле для 

создания проекта (справа вверху) и поле вывода записей об 

осуществленных операциях (внизу). Последнее поле выключа-

ется/включается нажатием нижней правой кнопки Hide 

Progress/Show Progress. 

Раздел «Инструменты» содержит четыре группы вкладок: 

1. Analysis Systems: готовые шаблоны основных задач. 

2. Component Systems: различные приложения ANSYS. 

3. Custom Systems: предопределенные расчетные приложе-

ния для сопряженных расчетов (FSI, thermal-stress, др.). Также 

можно создавать свои комбинации задач. 

4. Design Exploration: параметрическая оптимизация реше-

ний. 

Имеется возможность объединять разные компоненты про-

екта (рис. 3.17).  
 

 

Рис. 3.17. Пример поля проектов 
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Выбор системы единиц измерения производится в меню Units 

(рис. 3.17, выделено в жирную рамку). Есть возможность созда-

ния собственной системы путем комбинации существующих. 

После выбора типа анализа необходимо задать свойства и 

модели материалов. Для этого можно воспользоваться приложе-

нием Engineering Data, которое является составляющей любого 

проекта независимо от типа выбранного анализа. Это приложе-

ние можно также вызвать отдельно. При запуске приложения 

открывается окно, содержащее несколько полей, включая па-

нель инструментов, свойства материала, отображение редакти-

руемых данных в табличном и графическом виде. В ANSYS 

имеется библиотека, содержащая основные свойства большин-

ства используемых в строительстве материалов. При необходи-

мости свойства материала можно изменить и сохранить в биб-

лиотеке. Для использования материала в текущем расчете (про-

екте) его необходимо добавить из библиотеки. 

12.3. Построение геометрии 

В пакете ANSYS предусмотрена возможность импортиро-

вания существующей геометрии из другой САПР. Поддержива-

ются многие популярные форматы, такие как CATIA, Parasolid, 

Autodesk, SolidWorks и т.д. Также можно создать геометрию при 

помощи встроенного построителя DesignModeller (DM). 

DM работает в двух основных режимах: создания двумер-

ных эскизов (Sketching) и трехмерных моделей (Modelling). 

В режиме эскизов имеется пять различных панелей инструмен-

тов для создания эскизов путем добавления или удаления дву-

мерных граней: 

1. Панель рисования линий, прямоугольников, кривых – 

Draw Toolbox. 

2. Панель модификации для выравнивания, обрезания и 

склеивания объектов – Modify Toolbox. 

3. Панель размеров определяет размеры длин, расстояний, 

диаметров и углов – Dimensions Toolbox. 

4. Панель связей накладывает связи в виде касательных 

линий, симметрии и соосности – Constraints Toolbox. 
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5. На установочной панели указываются параметры сетки и 

ее размеры – Settings Toolbox.  

На основе двумерных эскизов можно создавать трехмерные 

модели. Режим создания моделей позволяет путем штампования 

или вращения профилей из эскизов получать трехмерные объек-

ты (модели). Для создания новой геометрии необходимо начать 

с рисования эскиза (Sketch). 

Все возможности и инструменты DM доступны также через 

выпадающие меню в панели основного меню. Перечислим ос-

новные разделы и некоторые функции данного меню (более 

подробную информацию можно почерпнуть в разделе помощи): 

1. Файловое меню File. 

2. Меню конструирования Create. 

3. Концептное меню Concept. 

4. Меню инструментов Tools. 

5. Меню просмотра View. 

6. Помощь Help. 

После выбора необходимых материалов и создания либо 

импорта геометрии модели следующим этапом является по-

строение расчетной сетки. При запуске приложения моделиро-

вания (Model) в окне проекта открывается новое окно, в левой 

части которого расположено дерево проекта, которое позволяет 

отследить все шаги, необходимые для проведения расчета 

(рис. 3.18): геометрию (Geometry), систему координат (Coordi-

nate System), сетку (Mesh), расчет (например, Static Structural). 

В геометрии может присутствовать до трех типов тел: твердо-

тельные (Solid), поверхностные или оболочки (Surface Body) и 

линейные или балочно-стержневые (Line Body). Твердотельные 

тела могут быть двух- (2D) или трехмерными (3D). 

Дискретизация трехмерных тел производится при помощи 

тетраэдрических и гексагональных элементов. Двумерные тела 

дискретизируются треугольными и четырехугольными конеч-

ными элементами. Каждый узел имеет три степени свободы 

(перемещения) (Degree Of Freedom – DOF) для прочности. 

В случае теплового расчета узел имеет одну степень свободы – 

температуру. 
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Поверхности (оболочки) дискретизируются линейными 

оболочечными элементами, а балки и стержни – линейными ба-

лочными элементами. В обоих случаях в каждом узле имеется 

шесть степеней свободы.  

При создании геометрии в DesignModeller тело может быть 

одной деталью, а может являться сборкой деталей, имеющих 

поверхность контакта. Для каждой детали сборки можно назна-

чить свой материал во вкладке Свойства (Preferences). Каждая 

деталь может иметь свою сетку, узлы сеток на поверхности кон-

такта не обязаны совпадать. 

 
 

Рис. 3.18. Окно расчета 



 148 

Генерация сетки происходит автоматически при запуске за-

дачи на расчет. Тем не менее, сгенерировать сетку можно и до 

расчета при помощи команды Generate Mesh, задав свои пользо-

вательские параметры сетки. Основные параметры доступны во 

вкладке Mesh Defaults. Здесь задается тип решаемой задачи  

(в нашем случае – Mechanical), а также параметр Relevance, ко-

торый определяет степень измельчения сетки. Отрицательные 

значения этого параметра приводят к созданию более грубой 

сетки (–100 – самая грубая сетка, с наименьшим возможным ко-

личеством элементов), положительные – к созданию более мел-

кой сетки. В расширенных настройках также можно задать раз-

мер элемента и наличие либо отсутствие срединной точки эле-

мента и т.п. Во вкладке Mesh Control на панели инструментов 

можно выбрать тип используемой дискретизации, задать сред-

ний размер ребра элемента (Sizing), измельчить исходную сетку 

(Refinement), упорядочить разбиение (Mapped Face Meshing), 

создать дополнительные более мелкие слои около поверхностей 

(Inflation). В случае возникновения ошибок в геометрии или на-

стройках сетки появится сообщение об ошибке и сетка не будет 

создана. Ошибки могут возникать в следующих случаях: 

 некорректно задан размер на поверхностях, что вызывает 

появление вырожденных элементов; 

 сложная CAD-геометрия – мелкие фаски, радиусы, 

двойные поверхности и др.; 

 жесткие условия проверки качества элементов (включе-

на опция Aggressive). 

Возможные пути устранения ошибок генерации: 

 задание корректных размеров элементов на геометрии; 

 задание возможно меньших размеров элементов, что по-

зволит сеточному генератору получать более качественные эле-

менты; 

 избавление от мелких линий, двойных поверхностей и 

других второстепенных геометрических объектов в CAD-

системе; 

 применение виртуальной топологии для формирования 

укрупнения поверхностей. 



 149 

12.4. Нагрузки и закрепления 

После создания расчетной сетки можно приступать к при-

ложению нагрузок (Loads) и закреплений (Supports). Закрепле-

ния ограничивают перемещение узлов и различаются своим на-

значением. Нагрузки бывают инерционные (действуют внутри 

рассчитываемой конструкции), прочностные (усилия и момен-

ты, действующие на конструкцию) и тепловые. Инерционные 

нагрузки можно задать при помощи: 

 ускорения (Acceleration): определяет прочностные изме-

нения при воздействии постоянного линейного ускорения; 

 стандартной земной гравитации (Standard Earth Gravity); 

 скорости вращения (Rotational Velocity): отвечает за 

прочностные изменения части конструкции, вращающейся с по-

стоянной скоростью. 

Прочностные нагрузки делятся на: 

 давление (Pressure): такой тип нагрузки задает величину 

постоянного либо переменного давления в одном направлении 

на поверхность детали; 

 гидростатическое давление (Hydrostatic Pressure): моде-

лирует давление, создаваемое столбом жидкости; 

 усилие (Force): распределяет усилие по поверхности, на 

грани или в узле; 

 удаленную нагрузку (Remote Force): задается на поверх-

ности или грани аналогично усилию, но с добавлением момента; 

таким образом, можно прикладывать рычаговые усилия без по-

строения дополнительных деталей; 

 распределенную переменную нагрузку по поверхности 

цилиндра (Bearing Load); 

 приложение осевой нагрузки предварительного напря-

жения на цилиндрическую поверхность (Bolt Pretension): дос-

тупно только в трехмерном расчете; 

 приложение момента (Moment); 

 распределение давления вдоль линии (Line Pressure); 

 вибрационные нагрузки (PSD Base Excitation, RS Base 

Excitation); 
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 нагрузки соединений (Joint Load);  

 задание температурной нагрузки (Thermal Condition). 

Тепловые нагрузки: 

 Температура задается на поверхности, грани или в узле 

(Temperature). 

 Моделирование конвективного теплообмена на поверх-

ности контакта с жидкостью или газом (Convection). 

 Моделирование радиационного теплообмена (Radiation). 

 Задание теплового потока на поверхности, грани или в 

узле (Heat Flow). 

 Отмена всех тепловых нагрузок (Perfectly Insulated). 

 Генерация равномерного потока тепла внутри тела 

(Internal Heat Generation). 

Также есть возможность задания различных разновидно-

стей электрических, магнитных, взрывных и импортированных 

из других типов расчетов нагрузок. 

Закрепления, в свою очередь, делятся на: 

 жесткие: ограничиваются все степени свободы (Fixed);  

 заданные перемещения (Displacement); 

 закрепление по нормали к поверхности (Frictionless);  

 закрепление в направлении сжимающего усилия (Com-

pression Only Support); 

 цилиндрические (Cylindrical); 

 ограничение линейных перемещений с разрешенными 

моментами (Simply Supported);  

 ограничение моментов с разрешенными линейными пе-

ремещениями (Fixed Rotation); 

 упругие, позволяющие плоскостям и ребрам упруго де-

формироваться (по закону упругой пружины) (Elastic). 

Нагрузки и закрепления можно разложить по осям активной 

системы координат, локальной или глобальной, и задать значе-

ния каждой из компонент.  

После задания нагрузок можно переходить к расчету. Это 

осуществляется нажатием кнопки Solve. Задание пользователь-

ских параметров расчета проводится в меню Analysis Settings. 
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Как известно, в линейном статистическом анализе переме-

щения   рассчитываются из уравнения 

    FK  , 

где  K  – матрица жесткости, константа,  F  – приложенные на-

грузки. Предполагается, что материал ведет себя по линейно-

упругому закону. В результате дискретизации конструкции ко-

нечными элементами мы получаем систему линейных алгебраи-

ческих уравнений размерности, зависящей от количества эле-

ментов. Для решения этой СЛАУ применяется либо точный 

(прямой) метод (Sparse Solver в ANSYS), либо итерационный 

решатель разреженных матриц (PCG Solver в ANSYS). Тип ре-

шателя можно выбрать в настройках Analysis Settings, подменю 

Solver type.  

Для анализа полученных данных необходимо в ветке Solu-

tion выбрать требуемые для вывода результаты. При этом на па-

нели инструментов появляется набор доступных для расчета па-

раметров: деформации, напряжения, энергия. Добавление пара-

метров в ветку Solution позволяет получить эти величины в ре-

зультате прочностного расчета и отобразить их в удобном виде 

при помощи возможностей обработки результатов в ANSYS 

(раздел Postprocessing). 

12.5. Просмотр и анализ результатов расчетов 

В рамках расчета в пакете ANSYS для просмотра доступны 

следующие численные результаты: деформации (полные (Total) 

и покомпонентные (Directional)); компоненты, главные напря-

жения (Principal) или инварианты напряжений и деформаций; 

результаты контактного моделирования; реакции в опорах. По-

сле расчета все необходимые данные (Evaluate Results) можно 

визуализировать в соответствующем окне. Отображение резуль-

татов можно осуществлять в контурном или векторном виде 

(рис. 3.19). 

Управление параметрами контуров, масштабом отображе-

ния деформаций, шагом вывода параметров, отображением сет-

ки или недеформированного тела, указанием точек максималь-

ного и минимального нагружения конструкции производится 
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при помощи панели инструментов. Доступно к выводу измене-

ние параметров не только по поверхности, но и на гранях и в уз-

лах. Окно Animation позволяет наблюдать расчет в динамике. 

Дополнительно к стандартным могут быть использованы 

пользовательские форматы вывода результатов, куда включают-

ся формулы, комбинирующие разные параметры расчета (User 

Defined Result). 

 

а 

 

б     

 
 

Рис. 3.19. Представление покомпонентных (а) и полных (б)  

деформаций в контурном (а) и векторном (б) виде 
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Данные расчета можно экспортировать в текстовом виде 

для обработки или использования в дальнейших расчетах, а 

также в процессе последующего анализа. 

Широкий набор инструментов для анализа результатов позво-

ляет оценить запасы прочности по различным теориям (Stress 

Tool). Можно также оценить прочностной расчет на ошибку (Error 

Estimation) и выявить области модели, где ошибка максимальная. 

В данном случае рекомендуется применить измельчение сетки в 

проблемных местах с целью достижения нужного результата и 

снижения погрешности. В этой ситуации также может оказаться 

полезным инструмент, отслеживающий сходимость результатов 

(Convergence). В зависимости от заданной степени сходимости бу-

дет автоматически выполнено несколько итераций с измельчением 

расчетной сетки до достижения заданной погрешности. 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В пособии приведены сведения из линейной алгебры, 

функционального анализа, дифференциальных уравнений, урав-

нений в частных производных и численных методов.  

Авторы надеются, что предложенный материал поможет 

начинающим исследователям получить представление о мате-

матических моделях, возникающих в процессе научной и про-

ектной деятельности; научит подбирать и модифицировать ме-

тоды прикладной математики для решения поставленной зада-

чи, а также анализировать полученное решение.  
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