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ВВЕДЕНИЕ 
Инженерные и научные задачи часто приводят к решению 

различных уравнений или систем уравнений, описывающих по-
ведение параметров объекта, например, динамические нагрузки 
на строительную конструкцию или тепловые потоки через сте-
ны дома. Совокупность всех уравнений и дополнительных усло-
вий, которым должно удовлетворять решение, называется мате-
матической моделью. Простая математическая модель – это со-
вокупность алгебраических формул, по которым явно вычисля-
ются искомые величины. Однако чаще всего поведение пара-
метров описывается дифференциальными уравнениями в част-
ных производных. Найти решение этих сложных задач можно 
только с использованием современных быстродействующих 
ЭВМ. Решение сложной математической задачи на ЭВМ вклю-
чает в себя необходимые этапы выбора метода решения, созда-
ния алгоритма, разработки программы и ее тестирования. После 
этого можно использовать разработанный пакет программ для 
решения нужной задачи. Даже для того чтобы воспользоваться 
стандартной, т.е. уже готовой программой, нужно иметь пред-
ставление о существующих методах решения, их преимущест-
вах, недостатках и особенностях использования.  

Все математические задачи классифицированы, т.е. объе-
динены в некоторые группы. Для каждой группы задач сущест-
вует набор стандартных методов, которые изучает специальный 
раздел математики, названный «Вычислительная математика» 
или «Методы вычислений».  

Все методы решения уравнений можно разделить на два 
класса: точные и приближенные. В точных методах решение по-
лучают в виде формул за конечное число операций, однако их 
можно использовать только для решения уравнений специаль-
ного вида. В общем случае задачу можно решить только при-
ближенно. Приближенные методы позволяют получить решение 
в виде бесконечной последовательности, сходящейся к точному 
решению.  

Использование ЭВМ выдвигает дополнительные требова-
ния к алгоритму нахождения как точного, так и приближенного 



 9

решения: он должен быть устойчивым, реализуемым и эконо-
мичным. Устойчивость означает, что малые погрешности, вне-
сенные в процесс решения, не приводят к большим ошибкам в 
конечном результате. Погрешности возникают из-за неточного 
задания исходных данных (неустранимые ошибки), из-за округ-
ления чисел, которое всегда имеет место при расчетах на ЭВМ, 
а также связаны с точностью используемого метода. Реализуе-
мость алгоритма означает, что решение может быть получено 
за допустимое время. При этом надо иметь в виду, что время 
приближенного решения зависит от точности, с которой мы хо-
тим получить решение. На практике точность  выбирают с уче-
том реализуемости алгоритма на той ЭВМ, которую предпола-
гается использовать для решения. Экономичным называется ал-
горитм, который позволяет получить решение с заданной точно-
стью за минимальное количество операций и, следовательно, за 
минимальное расчетное время.  

В изучаемом курсе познакомимся с основными методами, 
используемыми для решения различных математических задач. 
Первым рассматриваемым классом задач будут нелинейные ал-
гебраические уравнения. Потом научимся решать системы ли-
нейных алгебраических уравнений и обыкновенные дифферен-
циальные уравнения, приближенно находить производные и ин-
тегралы, а также познакомимся с основными понятиями интер-
поляции (приближения) функций.  

Каждая тема, кроме теоретического материала, содержит 
примеры использования методов для решения конкретных за-
дач, описания основных вычислительных алгоритмов, тексты 
программ на языке Pascal, реализующих эти алгоритмы, а также 
список вопросов и задач для закрепления теоретического мате-
риала. В конце пособия приведены лабораторные работы, кото-
рые предполагается выполнить при изучении раздела «Инфор-
матики», названного «Методы вычислений». 
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1. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ  
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

 
1.1. Постановка задачи 

Дано нелинейное алгебраическое уравнение 
F(x) = 0. (1.1) 

Нелинейность уравнения означает, что график функции не пря-
мая линия. Решить уравнение – это найти x*⊂R: F(x*) = 0.  

y y = F(x)

x
x1* x2* x3*

 

Значение x* называют кор-
нем уравнения. Нелинейное 
уравнение может иметь не-
сколько корней. Геометри-
ческая интерпретация кор-
ней уравнения представлена 
на рис. 1.1. Корнями урав-
нения (1.1) являются точки 
x1*, x2*, x3*, в которых 
функция F(x) пересекает 
ось x. 

Рис. 1.1. Геометрическая 
иллюстрация уравнения (1.1) 

Необходимое условие существования корня уравнения (1.1) 
и достаточное условие единственности следуют из известной 
теоремы Больцано–Коши. Пусть F(x) непрерывна и F(a)F(b) < 0 
(т.е. на концах интервала функция имеет разные знаки). Тогда 
внутри отрезка [a, b] существует корень уравнения F(x) = 0. Ко-
рень будет единственным, если F′(x) не меняет знак на отрезке 
[a, b], т.е. F(x) – монотонная функция. 

Методы решения уравнения (1.1) можно разделить на точ-
ные (аналитические) и приближенные (итерационные). В точ-
ных методах корень находится за конечное число действий и 
представляется некоторой алгебраической формулой. В при-
ближенных методах процесс нахождения решения бесконечен. 
Приближенным решением (1.1) называется бесконечная после-
довательность {xn}, такая, что x*xn

n
=

∞→
lim . По определению 

предела, для любого (сколь угодно малого) ε, найдется такое N, 
что при любом n > N, |xn – x*|  < ε. Члены этой последователь-
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ности xn называются последовательными приближениями к ре-
шению, или итерациями. Наперед заданное число ε – точность 
метода, а N – это количество итераций, которое необходимо вы-
полнить, чтобы получить решение с заданной точностью ε.  

Существуют различные методы нахождения приближенно-
го решения, т.е. способы построения последовательности итера-
ций {xn}, однако все они имеют общие этапы, изображенные на 
рис. 1.2 в виде блок-схемы.  

Используются различ-
ные критерии остановки 
итерационного процесса:  
– |xn–x*| < ε. К сожале-

нию, это условие не все-
гда возможно проверить, 
так как x* неизвестно; 

– ⎟F(xn)⎟ < ε; где F(xn) – не-
вязка метода; 

– |xn+1–xn| < ε, т.е. разница 
между соседними итера-
циями стала мала.  

 
Задать начальное 
приближение x0 

Заданная  
точность ε 
достигнута 

Найти следующее 
приближение 

нетда 

 
Рис. 1.2. Этапы итерационного 

процесса 
 

1.2. Исследование уравнения 

Прежде чем использовать тот или иной приближенный ме-
тод, уравнение (1.1) надо исследовать на наличие корней и уточ-
нить, где эти корни находятся, т.е. найти интервалы изоляции 
корней. Интервалом изоляции корня называется отрезок, на ко-
тором корень уравнения существует и единственный. Каждому 
корню соответствует свой интервал изоляции. Если корней не-
сколько, то для каждого нужно найти интервал изоляции.  

Существуют различные способы исследования функции: 
аналитический, табличный, графический. Аналитический способ 
состоит в нахождении экстремумов функции F(x), исследовании 
ее поведения при ±∞→x , нахождении участков возрастания и 
убывания функции. Табличный способ – это построение табли-
цы, состоящей из столбца аргумента x и столбца значений 
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функции F(x). О наличии корней свидетельствуют перемены 
знака функции. Чтобы не произошла потеря корней, шаг изме-
нения аргумента должен быть достаточно мелким, а интервал 
изменения достаточно широким. И, наконец, графический спо-
соб – это построение графика функции F(x) и определение числа 
корней по количеству пересечений графика с осью x.  

Пример 1.1. Найти интервалы изоляции корней уравнения 
F(x) ≡ 0.4 ⋅ 2x  – 0.5⋅ x – 1 = 0.  

Аналитический способ. Исследуем поведение функции F(x). Про-
изводная: 5022ln40)( ..xF x −⋅⋅=′ . Точка экстремума: F′(x) = 0, 

1.8,)2ln40(502 ≈⋅= ./.x  x = ln(2) / ln(1.8) ≈ 0.85, причем F′(x) < 0 
на [– ∞ , 0.85] и F′(x) > 0 на [0.85, ∞ ]. Так как F(0) =  –0.6, 

∞=
−∞→

)(lim xF
x

, F′(x) < 0 при x < 0, то один корень находится на 

интервале [– ∞ , 0]. Отрезок можно сузить, если учесть, что  
F(–5) ≈ 1.5 > 0, следовательно, корень находится на интервале  
[–5, 0]. Далее, ∞=

∞→
)(lim xF

x
, F(1) =  – 0.7 < 0, следовательно, вто-

рой корень находится на интервале [1, ∞ ]. Если учесть, что  
F(3) = 0.7  < 0, то вторым интервалом изоляции будет [1, 3]. 

Графический способ. Построим графики двух функций:  
F1(x) = 0.4⋅2x и F2(x) = 0.5⋅x + 1 (рис. 1.3). Корнями будут точки 
пересечения графиков двух функций. Рис. 1.3 показывает, что 
корни расположены на интервалах [–3, 0] и [0, 3].  

0 

1 

2 

-4 -2 0 2

F2(x)
F1(x)

x

y 

 
 

Рис. 1.3. Графический способ нахождения интервалов изоляции 
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Табличный способ. Построим таблицу значений функции F(x). 
Для вычисления значений F(x) можно использовать калькулятор 
или табличный процессор Excel. Заведем на рабочем листе строки 
с заголовками x, F(x) (рис. 1.4), заполним строку x значениями в 
интервале от –5 до 3 с шагом 1. В ячейку В2 вставим формулу, 
ссылающуюся на соответствующее значение x (ячейка В1), и 
«протянем» формулу на ячейки С2 : J2.  

 

     

Рис. 1.4. Построение таблицы значений фунции в Excel 

 
В результате получим таблицу значений F(x): 
x –5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 
F(x) 1,51 1,025 0,55 0,1 –0,3 –0,6 –0,7 –0,4 0,7 
Интервалы изоляции определим по изменению знака функции 
F(x): [–2, –1] и [2, 3].  

Построим график функции, используя Мастер диаграмм Excel. 
Для этого на рабочем листе необходимо выделить диапазон ячеек 
A1 : J2, содержащие исходные данные, и вызвать Мастер диа-
грамм (см. рис. 1.4). На первом шаге Мастера диаграмм выбрать 
тип диаграммы «точечная», на втором шаге выбрать опцию «дан-
ные в строках» и проверить адреса ячеек, которые содержат ис-
ходные данные диаграммы, на третьем  и  четвертом шагах  выби- 

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3  

раются опции диаграммы и ее 
расположение. В итоге полу-
чим график функции, пред-
ставленный на рис. 1.5, кото-
рый также позволяет опреде-
лить интервалы изоляции кор-
ней. 

Рис. 1.5. График фунции в Excel 

Мастер диаграмм 
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1.3. Приближенные методы 

Пусть интервалы изоляции корней известны. Ознакомимся с 
несколькими итерационными методами, позволяющими найти 
корень на известном интервале изоляции [a, b].  

Метод деления отрезка пополам (дихотомии). Отрезок [a, b] 
содержит единственный корень уравнения. Найдем середину от-
резка: c = (a + b)/2. Корень остался на одной из частей: [a, c] или 
[c, b]. Если F(a)⋅F(с) < 0, то корень попал на отрезок [a, c], тогда 
деление отрезка можно повторить, приняв в качестве нового пра-
вого конца точку c, т.е. b = c. В противном случае корень попал 
на половину [c, b], и необходимо изменить значение левого конца 
отрезка: a = c. Поскольку корень всегда заключен внутри отрезка, 
итерационный процесс можно останавливать, если длина отрезка 
станет меньше заданной точности: |b – a| <  ε. Рассмотрим ис-
пользование метода на простом примере.  

Пример 1.2. Найти корень уравнения F(x) = x2 – 9 = 0 методом 
деления отрезка пополам с точностью ε  =  0.05. Определяем ин-
тервал изоляции корня: [1, 4]. Ищем первое приближение  
c1 = (1+4)/2 = 2.5. Проверим, какому отрезку [1, 2.5] или [2.5, 4] 
принадлежит корень: 
F(1)⋅F(2.5) = (–8)(–2.75) > 0, F(4)⋅F(2.5) = 7⋅(–2.75) < 0.  
Делим пополам отрезок [2.5, 4], на котором остался искомый ко-
рень: c2 = (2.5 + 4)/2 = 3.25.  
Третье приближение: F(3.25)⋅F(2.5) < 0, c3 = (2.5 + 3.25)/2 = 2.875; 
Далее аналогично: F(3.25)⋅F(2.875) < 0, c4 = (2.875+3.25)/2 = 3.0625; 
F(3.0625)⋅F(2.875) < 0, c5 = (2.875 + 3.0625)/2 = 2.96875; 
F(3.0625)⋅F(2.96875) < 0, c6 = ((2.96875+3.0625)/2 = 2.96875;  
Последнее значение является корнем, поскольку длина отрезка 
3.0625 – 2.96875 = 0.046875 < 0.05. 

В случае сложных уравнений вычисления необходимо про-
водить с использованием ЭВМ. В приложении приведены блок-
схема и текст программы на языке Pascal, реализующей метод 
дихотомии. 

Метод хорд. В этом методе кривая F(x) заменяется прямой 
линией – хордой, стягивающей точки (a, F(a)) и (b, F(b)). В за-
висимости от знака выражения F(a)F″(a) метод хорд имеет два 
варианта, изображенных на рис. 1.6 а, б. 
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y = F(x) 

x

x* x1

x2 a 

x0=b

а y 
y = F(x) 

x
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x1 x2
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b
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Рис. 1.6. Метод хорд для F(a)F″(a) > 0 (а) и F(a)F″(a) < 0 (б) 

 
Пусть F(a)F″(a) > 0 (рис. 1.6 а). Тогда x0 = b, точка a будет 

оставаться неподвижной. Уравнение хорды, проходящей через 
точки (a, F(a)) и (x0, F(x0)):  

)()()()(
0

0 ax
ax

aFxFaFy −
−
−

+= . 

Следующее приближение x1 находим как точку пересечения 
хорды с осью x:  

)()(
))((

0

0
1 aFxF

axaFax
−

−
−= . 

Пусть теперь F(a)F″(a) < 0 (рис. 1.6 б). Тогда x0 = a, точка b 
неподвижна. Проведем хорду, соединяющую точки (b, F(b)) и 
(x0, F(x0)): 

)()())( 0
0

0
0 xx

xb
xFF(bxFy −

−
−

+= . 

Вычислим точку пересечения хорды с осью x:  

)()(
))((

0

00
01 xFbF

xbxFxx
−

−
−= . 

На следующей итерации в качестве x0 надо взять вычислен-
ное значение x1. Таким образом получим формулы метода хорд: 

Если F(a)F″(a) > 0, то x0 = b, 
)()(
))((

1 aFxF
axaFax

k

k
k −

−
−=+ . 

Если F(a)F″(a) < 0, то x0 = a, 
)()(
))(( 0

1
k

k
kk xFbF

xbxFxx
−

−
−=+

. 
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Окончание итерационного цикла в этом методе происходит 
по условию малости невязки уравнения: |F(xk)| < ε. 

Пример 1.3. Найти корень уравнения F(x) = x2 – 9 = 0 методом 
хорд с точностью ε = 0.01. Определяем интервал изоляции корня: 
[1, 4]. Проверяем знак F(1)F″(1) = (–8)2 < 0, следовательно, ис-
пользуем второй вариант метода хорд, x0 = a = 1, b = 4 неподвиж-
на.  

;6.2
)8(7

)14(81
)()(
))((

0

00
01 =

−−
−⋅−

−=
−

−
−=

xFbF
xbxFxx

;9394.2
)24.2(7

)6.24(24.26.2
)()(
)()(

1

11
12 =

−−
−⋅−

−=
−

−
−=

xFbF
xbxFxx  

;991.2
)3599.0(7

)939.24(3599.09394.2
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22
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−−
−⋅−
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−

−
−=

xFbF
xbxFxx

..
.

...
xFbF
xbxFxx 9992
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33
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−−
−⋅−
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Невязка ⏐F(x4)⏐ = 0.0075 < 0.01, необходимая точность достигнута.  

Метод Ньютона (касательных). Как и предыдущий, этот 
метод основан на замене исходного нелинейного уравнения (1.1) 
линейным уравнением, которое можно легко решить.  

Пусть x0 – начальное приближение (любая точка интервала 
изоляции). Построим касательную к функции y = F(x), проходя-
щую через точку (x0, F(x0)):  

))(()( 000 xxxFxFy −′+= . 
Найдем пересечение касательной с осью x: 

)(
)(

0

0
01 xF

xFxx
′

−= . 

На следующей итерации в качестве x0 надо взять вычислен-
ное значение x1. Окончание итерационного цикла, как и в методе 
хорд, выполняется, если невязка уравнения становится меньше 
заданной точности ε: |F(x1)| < ε. Графическая иллюстрация ме-
тода представлена на рис. 1.7. 
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Для решений простых урав-
нений можно использовать 
калькулятор. Однако, если 
функция F(x) или ее произ-
водная – достаточно сложные 
функции, вычисления надо 
проводить на ЭВМ с исполь-
зованием языка программи-
рования Pascal или таблично-
го процессора Excel.  

Рис. 1.7. Метод Ньютона 
Пример 1.4. Найти корень уравнения F(x) = x2 – 9 = 0 методом 
Ньютона с точностью ε = 0.01.  

Заведем на рабочем листе Excel столбцы с заголовками: номер 
итерации, x – значение итерации, F(x) =  x2 – 9– функция, задаю-
щая уравнение, F1(x)  = 2⋅x – ее производная. В следующую стро-
ку занесем значения: номер итерации 0, начальное приближение 
5. В столбцы F(x), F1(x) введем формулы, ссылающиеся на ячейку 
В2, содержащей значение x. Далее, в ячейку А3 введем формулу:  
= А2+1 (увеличить номер итерации на 1), а в ячейку В3 – форму-
лу для вычисления следующей итерации по методу Ньютона:  
 = В2–С2/D2. Значение ячеек C3 и D3 получим, «протянув» вниз 
формулу из ячеек C2 и D2. После этого выделим диапазон ячеек 
А3:D3 и «протянем» формулы вниз (рис. 1.8). 

 

 
Рис. 1.8. Решение уравнения методом Ньютона в Excel 
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Фрагмент рабочего листа Excel, приведенный на рис. 
1.8, показывает, что уже для третьей итерации значение не-
вязки уравнения ⎜F(x) ⎜меньше заданной точности ε. 

Как показывает пример, метод Ньютона позволяет доста-
точно быстро получить решение. Следует заметить, что для не-
которых функций F(x)  при  неудачном  выборе  начального  при- 
ближения метод расходится. На 
рис. 1.9 приведен пример расхо-
дящегося метода Ньютона: чле-
ны последовательности x0, x1, x2, 
x3… не приближаются к корню
x*, а, напротив, удаляются от не-
го. Ситуацию легко исправить,
если выбрать x0 ближе к x*. 

y 

y = F(x)

x 
x0 x1

x2
x3x*

 
Рис. 1.9. Метод Ньютона  

расходится 
Замечание. Если известен интервал изоляции, в котором 

( )xF ′′  не меняет знак, то в качестве начального приближения 
берут тот конец интервала изоляции, для которого знаки ( )xF  
и ( )xF ′′  совпадают. 

Метод Чебышева является развитием метода Ньютона. 
Вместо касательной прямой строится касательная парабола, 
имеющая в точке касания первую и вторую производную, сов-
падающую с соответствующими производными функции F(x). 
Если приближение xk известно, то следующее приближение на-
ходим по формуле 

31 ))((2
)()(

)(
)(

k

kk

k

k
kk xF

xFxF
xF
xFxx

′
′′

−
′

−=+ . 

Этот метод позволяет быстро получить корень, однако требует 
еще более точного задания начального приближения x0.  

Упрощенный метод Ньютона. Эта модификация метода 
Ньютона используется, если производная F′(x) представляет со-
бой сложную функцию, и для ее вычисления на каждой итера-
ции используется много времени.  
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Зададим x0 – начальное при-
ближение и вычислим производ-
ную z = F′(x0). На следующих 
итерациях используется вычис-
ленное значение производной: 

z
xFxx k

kk
)(

1 −=+  (рис. 1.10). Это 

упрощение несколько замедляет 
процесс сходимости к решению, 
однако сокращает время каждого 
итерационного цикла.  

Рис. 1.10. Упрощенный метод 
Ньютона 

Метод секущих используется, когда вычисление производ-
ной F′(x) занимает много времени, а также если функция F(x) 
задана таблично. Для этого метода необходимо задать два на-
чальных приближения: x0, x1, поэтому этот метод называется 
двухшаговым (все рассмотренные выше методы были одноша-
говыми). Значение производной можно вычислить с помощью 
конечно-разностного соотношения  

F′(x1)≈
01

01 )()(
xx

xFxF
−
− . 

Подставляя это соотношение в формулу для метода Ньютона, 
получим  

)()(
))((

01

011
12 xFxF

xxxFxx
−

−
−= . 

На следующей итерации в качестве приближений x0, x1 возьмем 
уже вычисленные значения x1, x2, т.е. x0 = x1, x1 = x2, и будем вы-
числять новое приближение x2. Окончание итерационного цикла 
производится по невязке уравнения: |F(x2)| < ε.  
 

1.4. Метод простой итерации (МПИ)  
Этот метод является обобщением всех описанных выше од-

ношаговых методов. Слово «простой» означает, что для вычис-
ления следующего приближения необходимо знать только одно 
предыдущее приближение.  
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С помощью эквивалентных преобразований приведем ис-
ходное уравнение (1.1) к виду, удобному для применения мето-
да простой итерации: x = ϕ(x). Выберем начальное приближение 
x0∈[a, b]. Следующие итерации находим по формуле: xk+1 = 
ϕ(xk). Итерационный процесс заканчивается, если |ϕ(xk)–xk| < ε, 
или, что тоже самое, |xk+1–xk| < ε.  Иллюстрация метода для  
ϕ′(x) > 0 и ϕ′(x) < 0 представлена на рис. 1.11 а, б. 
 y 

y=x

x

x* x0x1

ϕ(x0) 

y=ϕ(x) 

x2 

ϕ(x1) 

а 

 

 
y=x

xx*
x0x1

y=ϕ(x)

x3 x2x4

бy 

 
Рис. 1.11. Сходящийся метод простой итерации  

Способ сведения исходного уравнения к виду x = ϕ(x) очень 
важен, поскольку от вида функции ϕ(x) зависит, будет итераци-
онный процесс сходится, или нет.  

Пример 1.5. Найдем решение уравнения F(x) ≡ x2 – 4 = 0 методом 
простой итерации с различным выбором ϕ(x).  
1 способ. ϕ1(x) = 4/x (Проверить, что уравнение x = ϕ1(x) эквива-
лентно исходному). Пусть x0 = 1. Вычисляем следующие прибли-
жения: x1 = ϕ1(x0) = 4, x2 = ϕ1(x1) = 1, x3 = 4, x4 = 1, … Понятно, что 
эта последовательность никогда не сойдется к корню x* = 2.  
2 способ. ϕ2(x) = 2/x+x/2, x0 = 1, x1 = ϕ2(x0) = 2.5, x2 = ϕ2(x1) = 2.05, 
x3 = 2.0006. Таким образом, всего за три итерации мы получили 
корень с точностью ε = 10−3. 

Чтобы понять, каким условиям должна удовлетворять поро-
ждающая функция ϕ(x), проведем некоторые теоретические 
оценки. Пусть xk – известное приближение, отличающееся от 
искомого корня на величину погрешности |xk – x*|. Следующее 
приближение xk+1 будет отличаться от корня на величину  

|xk+1 – x*| = |ϕ(xk) – x*| = |ϕ(xk) – ϕ(x*)| = |ϕ′(ξ)| |xk – x*|,  
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где ξ – некоторая средняя точка отрезка (xk, x*). Здесь использо-
вана теорема Лагранжа о конечном приращении, а также равен-
ство x* = ϕ(x*), которое справедливо, поскольку x* – корень.  
В сходящихся методах каждое следующее приближение должно 
быть ближе к корню, чем предыдущее, а это справедливо, если 
|ϕ′(ξ)|≤q < 1. Понятно, что чем меньше число q, тем быстрее схо-
дится итерационный процесс. Можно получить оценку:  

|xk+1 – x*| < q⋅|xk – x*| <  q2⋅|xk–1 – x*| <  … <  qk⋅|x0 – x*|. 
Если удастся показать, что |xk+1 – x*| < q⋅|xk – x*|α, α  > 1, то гово-
рят, что метод сходится с порядком α.    

Можно доказать, что необходимым условием сходимости 
МПИ является |ϕ′(x*)| < 1. Это условие трудно проверить, так 
как корень неизвестен. Но можно проверить более сильное дос-
таточное условие сходимости МПИ |ϕ′(x)| < 1, где x – любая 
точка некоторого отрезка [a, b], содержащего корень.  

Проверим, выполняется ли необходимое условие для метода 

Ньютона, для которого 
)(
)()(

xF
xFxx

′
−=ϕ . Вычислим производную:  
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′
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*xF
*xF*xF*xF*xϕ . 

Следовательно, метод Ньютона всегда сходится в некоторой ок-
рестности корня x*. Можно показать, что |xk+1– x*| < q⋅|xk – x*|2, 
т.е. α = 2: метод сходится со вторым порядком. Порядок сходи-
мости метода Чебышева еще выше (α = 3), для метода секущих 
α = 1.67, а для метода дихотомии α = 1. 

Если необходимое условие нарушается, то МПИ будет рас-
ходиться. Иллюстрации расходящихся итерационных методов 
приведены на рис. 1.12а, б для ϕ′(x) > 0 и ϕ′(x) < 0, соответст-
венно.  

Если |ϕ′(x)| = 1, то порождается циклический итерационный 
процесс. Пример такого процесса получили, когда пытались ре-
шать квадратное уравнение x2 = 4 с помощью порождающей 
функции ϕ1(x) = 4/x. Последовательность приближений содержа-
ла всего два значения, периодически сменяющих друг друга, об-
разуя цикл периода, равного 2. Графическая иллюстрация цикли-
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ческих процессов приведена на рис. 1.13, причем на рис. 1.13 а 
можно видеть цикл периода 2, а на рис. 1.13 б – периода 4. 
 y 

y=x

x

x0

x1 

y=ϕ(x) 

x2 

а 

x*

y=x

xx*

x0

x1 

y=ϕ(x)

x3x2 
x4

б y 

 
Рис. 1.12. Расходящийся метод простой итерации  

 y=x

y=ϕ(x)

а y 

x 

 

 

x
y=x 

y=ϕ(x)б 
y

 
Рис. 1.13. Циклический итерационный процесс  

Метод релаксации – это универсальный вариант МПИ, в 
котором ϕ(x) = x –τ F(x). Параметр релаксации τ ≠ 0 подберем 
таким образом, чтобы выполнялось достаточное условие сходи-
мости метода. Так как ⎟ϕ′(x)⎟ < 1 для всех x∈[a, b], то  
⎟ϕ′(x)⎟ = |1–τ⋅F′(x)| < 1, или 0 < τ⋅F′(x) < 2. Таким образом, при 
F′(x) > 0, x∈[a, b], условием сходимости будет 0 < τ⋅< 2/F′(x). При 
F′(x) < 0 параметр надо выбирать из условия 2/F′(x) <  τ⋅ < 0.  

При малых τ МПИ будет сходится медленно, так как рас-
стояние между соседними итерациями  

|xk+1–xk| = |τ|⋅|F′(x)| 

мало. Можно ли выбрать такое значение параметра, при кото-
ром скорость сходимости будет максимальной? Несложный 
анализ показывает, что оптимальным значением будет  
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τ = 2/(M+m), где ),x(FM
b,ax

′=
∈

 max
][

 ),x(Fm
b,ax

′=
∈

 min
][

 а скорость 

сходимости в этом случае будет определяться константой 

mM
mMq

+
−

= . 

 
1.5. Методы решения систем нелинейных уравнений 

МПИ для системы нелинейных алгебраических уравнений. 
Пусть задана система нескольких нелинейных уравнений: 
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Эквивалентными преобразованиями ее можно свести к виду   
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Зададим вектор начальных приближений x0 )...,( 00
2

0
1 kx,x,x= . Сле-

дующие приближения определяются по формулам: 
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Условиями сходимости МПИ будут: ,1... 1
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Обобщение метода Ньютона на систему двух нелинейных 
алгебраических уравнений. Задана система двух нелинейных ал-
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гебраических уравнений 
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. Пусть x*, y* – искомое 

решение, а xn, yn – известное приближение к точному решению. 

Обозначим hn = x* – xn, kn = y* – yn. Поскольку 
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Отбрасывая величины второго порядка малости, получим ли-
нейную систему относительно неизвестных hn, kn: 

.
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Решим систему методом Крамера: ,k,h nn

Δ
Δ

=
Δ
Δ

= 21  где 

xyyx GFGF ⋅−⋅=Δ  GFGF yy ⋅+⋅−=Δ1 , xx GFGF ⋅+⋅−=Δ2 . 
Таким образом, если xn, yn  известно, то следующее приближение 
xn+1, yn+1 можно найти по формулам: xn+1 = xn+hn, yn+1 = yn+kn. Ите-
рации заканчивают, когда max(|F(xn+1, yn+1)|,|G(xn+1, y n+1)|) < ε. 

Пример 1.6. Методом простой итерации с точностью 0.05 решить 

систему нелинейных алгебраических уравнений 
⎩
⎨
⎧

=++
=−+

040sin(
02)1cos(

.)yx
yx . 

Решение. Зададим x0 = 0, y0 = 0. Выразим из первого уравнения y, 

а из второго – x: 
⎩
⎨
⎧

−−≡ϕ=
+≡ψ=

40)sin(),(
2/)1cos(),(
.yyxx

xyxy . 

x1 = ϕ(x0, y0) =  – 0.4;   y1 = ψ(x0 ,y0) = 0.27051;  
x2 = ϕ(x1 ,y1) =  – 0.66688;   y2 = ψ(x1, y1) =  0.41668; 
x3 = ϕ(x2, y2) =  – 0.80105;   y3 = ψ(x2, y2) =  0.47253; 
x4 = ϕ(x3, y3) =  – 0.855135;  y4 = ψ(x3, y3) =  0.490138; 
x5 = ϕ(x4, y4) =  – 0.87075;   y5 = ψ(x4, y4) =  0.494767. 
Невязка уравнения max(x5 – x4, y5 – y4) = 0.015 < 0.05, следователь-
но, требуемая точность достигнута.  
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1.6. Блок-схема и текст программы  
метода дихотомии 

 

да нет 

нет да F(a)*F(b) > 0 

Ввод а, b

k:=0

abs(b–a) > eps 

С:=(a+b)/2

Начало 

F(a) F(c) > 0 

b:=c a:=c

k:=k+1

‘Метод сошелся, 
k=’, k 

Конец 

данет
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ПРОГРАММА 
 

Program MDP;  
Uses printer; 
Label M;  
Const eps=1e–2; 
var a,b,c:real; k:integer; 
function F(x:real):real;  
begin F:=cos(x); end; 
begin  
M: writeln('ВВЕДИ a,b'); readln(a,b); 
if F(a)*F(b) > 0 then goto M; k:=0; 
while abs(b–a) > eps do  
begin k:=k+1; c:=(a+b)/2; 
if F(a)*F(c) > 0 then a:=c  
else b:=c; end;  
writeln(‘Метод сошелся’,k:4, 'Корень=', c);  
readln; 
end. 
 

 
СПИСОК ВОПРОСОВ И ЗАДАЧ  

1. Нелинейные алгебраические уравнения. Корень урав-
нения. Геометрическая интерпретация. Отделение кор-
ней. Необходимое условие существования корня на от-
резке. Достаточное условие существования единствен-
ного корня. Способы исследования уравнения.  

2. Понятие итерации. Этапы итерационного процесса. 
Критерии остановки итерационного процесса. Метод 
деления отрезка пополам.  

3. Метод хорд (вывести формулы). Геометрическая ин-
терпретация. 

4. Метод Ньютона (вывести формулы). Геометрическая 
интерпретация. Упрощенный метод Ньютона. Метод 
секущих. Конечная разность. Метод Чебышева.  

5. Метод простой итерации. Порождающая функция и 
способы ее получения. Метод релаксации. Выбор ре-
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лаксационного параметра τ, обеспечивающего сходи-
мость. Оптимальное значение τ.  

6. Сходимость метода простой итерации: необходимые и 
достаточные условия. Скорость сходимости. Доказать 
выполнение условий сходимости для метода Ньютона.  

7. Геометрическая интерпретация сходящегося и расхо-
дящегося метода простой итерации для нелинейного 
алгебраического уравнения (два разных вида порож-
дающей функции). 

8. Для заданного нелинейного уравнения с известными 
корнями построить функцию метода простой итерации, 
порождающую сходящийся (расходящийся) процесс. 
Показать, что в данном случае выполняются (не вы-
полняются) необходимые условия сходимости метода 
простой итерации. 

9. Обобщение метода простой итерации на систему нели-
нейных алгебраических уравнений. Решить заданную 
систему. 

10. Обобщение метода Ньютона на систему двух нелиней-
ных алгебраических уравнений. Решить заданную сис-
тему. 
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2. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ  
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

 
По оценкам современной литературы, около 75 % всех вы-

числительных задач приводит к решению систем линейных ал-
гебраических уравнений (в дальнейшем СЛАУ). Иногда СЛАУ 
получается непосредственно как математическая модель какого-
либо процесса, иногда является приближением (аппроксимаци-
ей) дифференциальных/интегральных уравнений, описывающих 
физический процесс. Поэтому для успешного решения задачи 
надо уметь быстро и качественно решать СЛАУ. Конечно, су-
ществует много методов и современных пакетов прикладных 
программ для решения СЛАУ, но для того, чтобы их успешно 
использовать, необходимо разбираться в основах построения 
методов и алгоритмов, иметь представление о недостатках и 
преимуществах используемых методов.  

Все методы решения линейных алгебраических задач (на-
ряду с задачей на решения СЛАУ – это и вычисление определи-
телей, и обращение матриц, и задачи на собственные значения) 
можно разбить на два класса: прямые (точные) и итерационные 
(приближенные).  

Прямые методы позволяют получить решение за конечное 
число арифметических операций. Если операции реализуются 
точно, то и решение будет точным (поэтому к классу прямых 
методов применяют еще название точные методы). В итераци-
онных методах решением является предел некоторой бесконеч-
ной последовательности единообразных действий.  

Будем решать лишь такие СЛАУ, у которых число уравне-
ний совпадает с числом неизвестных, причем будем предпола-
гать наличие единственного решения. 

Задана СЛАУ размерности m: 
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которую можно записать также в матричном виде:  

fx =A ,     (2.1′) 

где  
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A – матрица системы, f – вектор правых частей, x  – вектор не-
известных. Система имеет решение, если det A ≠ 0. По опреде-
лению решения, подставив вектор x  в СЛАУ, получим m тож-
дественных уравнений.  

Эффективность способов решения системы (2.1) во многом 
зависит от структуры и свойств матрицы A: размерности, обу-
словленности, симметричности, заполненности (т.е. соотноше-
ния между числом ненулевых и нулевых элементов) и др.  

 
2.1. Точные методы решения СЛАУ  

Метод Крамера  
При небольшой размерности системы m (m = 2,3) на практике 
часто используют формулы Крамера решения СЛАУ:  

A
A

det
det i

ix =  (i = 1, 2, …, m). 

Эти формулы позволяют находить неизвестные в виде дро-
бей, знаменателем которых является определитель матрицы сис-
темы, а числителем – определители матриц Ai, полученных из A 
заменой столбца коэффициентов при вычисляемом неизвестном 
столбцом вектора правых частей.  
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Размерность системы (т.е. число m) является главным фак-
тором, из-за которого формулы Крамера не могут быть исполь-
зованы для численного решения СЛАУ большого порядка. При 
непосредственном раскрытии определителей решение системы с 
m неизвестными требует порядка m!m арифметических опера-
ций. Таким образом, для решения системы, например, из  
m = 100 уравнений потребуется совершить 10158 операций, что 
не под силу даже самым мощным современным ЭВМ.  

Метод обратной матрицы  
Если det A ≠ 0, то существует обратная матрица A–1. По оп-

ределению обратной матрицы, это такая матрица, что  

A A–1 =  A–1 A = E, где E – единичная матрица: 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100

010
001

...

...

...
E . 

Если обратная матрица известна, то, умножая на нее СЛАУ 
слева, получим:  

. , 1111 fxfx,fx −−−− === AAEAAA  
Следовательно, решение СЛАУ свелось к умножению известной 
обратной матрицы на вектор правых частей. Таким образом, за-
дача решения СЛАУ и задача нахождения обратной матрицы 
связаны между собой, поэтому часто решение СЛАУ называют 
задачей обращения матрицы. Проблемы использования этого 
метода те же, что и при использовании метода Крамера: нахож-
дение обратной матрицы – трудоемкая операция.  

 
Пример 2.1. С помощью метода обратной матрицы решить сис-
тему  
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10248
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321

321

xxx
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xxx
. 

Занесем на рабочий лист Excel матрицу коэффициентов  
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Выделим на рабочем листе область размером 3 × 3 ячейки для об-
ратной матрицы и вызовем функцию МОБР. В поле Массив за-
несем адреса ячеек исходной матрицы A, и, нажав одновременно 
комбинацию клавиш Ctrl+Shift+Enter, получим A–1: 

0.195489 –0.16541 –0.02256
–0.1015 0.278195 –0.00752
–0.07895 0.105263 0.105263

Полученную обратную матрицу умножим на вектор правых час-
тей f . Для этого выделим столбец из трех ячеек и вызовем 
функцию МУМНОЖ. В поля Массив 1 и Массив 2 занесем 
адреса ячеек, в которых находятся найденная обратная матрица и 
вектор правых частей, после чего, нажав комбинацию клавиш 
Ctrl+Shift+Enter, получим решение СЛАУ 

1.037594
0.345865
0.157895

Замечание. Если одна из клавиш Ctrl или Shift не нажата, вычис-
ления будут выполнены не во всем выделенном диапазоне, а 
только в одной ячейке. В этом случае весь процесс вызова функ-
ции необходимо повторить. 
 

Метод Гаусса  
Наиболее известным и популярным точным способом ре-

шения линейных систем вида (2.1) является метод Гаусса. Этот 
метод заключается в последовательном исключении неизвест-
ных. Пусть в системе уравнений 
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первый элемент 0)0(
11 ≠a . Назовем его ведущим элементом пер-

вой строки. Поделим все элементы этой строки на )0(
11a  и исклю-

чим x1 из всех последующих строк, начиная со второй, путем 
вычитания первой (преобразованной), умноженной на коэффи-
циент при 1x  в соответствующей строке. 

Получим  
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Если 0)1(
22 ≠a , то, продолжая аналогичное исключение, при-

ходим к системе уравнений с верхней треугольной матрицей 
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Из нее в обратном порядке находим все значения xi: 
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Процесс приведения к системе с треугольной матрицей на-

зывается прямым ходом, а нахождения неизвестных – обратным. 
В случае если один из ведущих элементов равен нулю, изло-
женный алгоритм метода Гаусса неприменим. Кроме того, если 
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какие-либо ведущие элементы малы, то это приводит к усиле-
нию ошибок округления и ухудшению точности счета. Поэтому 
обычно используется другой вариант метода Гаусса – схема Га-
усса с выбором главного элемента. Путем перестановки строк, а 
также столбцов с соответствующей перенумерацией коэффици-
ентов и неизвестных добиваются выполнения условия: 

)0()0(
ijii aa ≥ , i, j = 1, 2, …, m; 

т.е. осуществляется выбор первого главного элемента. Разделив 
первую строку на главный элемент, как и прежде, исключают x1 
из остальных уравнений. Затем для оставшихся столбцов и 
строк выбирают второй главный элемент и т.д.  
 

Пример 2.2. Рассмотрим применение метода Гаусса с выбором 
главного элемента на примере следующей системы уравнений: 
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В первом уравнении коэффициент при 1x  равен 0, во втором – 1 и 
в третьем –  –2, т.е. максимальный по модулю коэффициент нахо-
дится в третьем уравнении. Поэтому переставим третье уравнение 
на место первого: 
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В третьем уравнении коэффициент при 1x  равен 0. Исключим 1x  
из второго уравнения:  
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Рассмотрим второе и третье уравнения. Исключим 2x  из третьего 
уравнения. Для этого умножим второе на –0.5 и сложим с треть-
им: 
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Далее находим значения ix  обратным ходом: из третьего уравне-

ния получаем 03 =x , из второго 82 =x , и из первого 31 −=x . 
Выполним проверку: 
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Метод прогонки 
Часто возникает необходимость в решении СЛАУ, матрицы 

которых являются слабо заполненными, т.е. содержат много ну-
левых элементов. В то же время эти матрицы имеют определен-
ную структуру. Среди таких систем выделим системы с матри-
цами ленточной структуры, в которых ненулевые элементы рас-
полагаются на главной диагонали и на нескольких побочных 
диагоналях. Для решения систем с ленточными матрицами ко-
эффициентов вместо метода Гаусса можно использовать более 
эффективные методы.  

Рассмотрим наиболее простой случай: систему с трехдиаго-
нальной матрицей коэффициентов, к которой сводится решение 
ряда численных задач (сплайн-интерполяция таблично заданной 
функции, дискретизация краевых задач для дифференциальных 
уравнений методами конечных разностей и др.). В этом случае 
СЛАУ имеет  вид: 

12111 fxbxc =+−  (2.2) 

iiiiiii fxbxcxa =+− +− 11 ,i = 2, 3, …, m–1 (2.3) 

mmmmm fxcxa =−−1  (2.4) 
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Матрица системы (2.2)–(2.4) имеет трехдиагональную структу-
ру, что хорошо видно из следующего, эквивалентного векторно–
матричного представления: 
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Если при этом выполняется условие  iii abc +≥ , то говорят, что 
матрица этой системы имеет диагональное преобладание.  

Предположим, что существуют такие наборы чисел αi и βI,  
i = 2, 3, …, m – 1, при которых 

111 +++ β+α= iiii xx .   (2.5) 
Записав уравнение (2.2) в виде (2.5)  

1

1
2

1

1
1 c

fx
c
bx −= , 

получим формулы для определения α2, β2: 

1

1
2 c

b
=α , 

1

1
2 c

f
−=β .   (2.6) 

Уменьшим в (2.5) индекс на единицу: iiii xx β+α=−1 , и под-
ставим полученное выражение в (2.3)  

iiiiiiiiii fxbxcaxa =+−β+α +1 , 
откуда  

iii

iii
i

iii

i
i ac

fax
ac

bx
α−

−β
+

α−
= +1 . 

Данное равенство совпадает с (2.5), если при всех  
i = 2, 3, …, m – 1 выполняются рекуррентные соотношения 

iii

i
i ac

b
α−

=α +1 , 
iii

iii
i ac

fa
α−

−β
=β +1 .  (2.7) 
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Эти позволяют получить все остальные коэффициенты αi, βι, 
связывающие значение неизвестной xi c последующим.  

При i = m–1 из (2.5) получим 
mmmm xx β+α=−1 . 

Подставляя это выражение в (2.4) и разрешая полученное выра-
жение относительно xm, получаем: 

mmm

mmm
m ac

fax
α−

−β
= ,   (2.8) 

где αm и βm известны. Далее, по формулам (2.5) последовательно 
находятся xm–1, xm–2, …, x1.  

Данный способ решения системы уравнений (2.2)–(2.4) на-
зывается методом прогонки. Исходя из вышеизложенного, 
можно выделить три этапа метода прогонки. На первом этапе по 
формулам (2.6, 2.7) определяются прогоночные коэффициенты 
αi и βi (прямой ход). Затем по формуле (2.8) находится xm. На по-
следнем этапе по формуле (2.5) определяются xi при  
i = m–1, m–2, …, 1 (обратный ход).  

Для успешного применения метода прогонки нужно, чтобы 
в процессе вычислений не возникало ситуаций с делением на 
нуль, а при больших размерностях систем не должно быть бы-
строго роста погрешностей округления.  

Будем называть прогонку корректной, если знаменатели 
прогоночных коэффициентов в формуле (2.7) не обращаются в 
нуль, и устойчивой, если |αi| < 1 при i  = 1, 2, 3, …, m.  

Теорема 2.1. Пусть коэффициенты ai, bi уравнения (2.3)  
отличны от нуля и пусть iii abc +≥  при i  = 1, 2, 3, …, m. 
Тогда прогонка (2.5–2.8) корректна и устойчива. 

Условия этой теоремы, которые во многих приложениях 
выполняются автоматически, являются достаточными условия-
ми корректности и устойчивости прогонки. Если эти условия не 
выполняются, то можно аналогично схеме Гаусса организовать 
выбор главного элемента. 
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2.2. Итерационные методы решения линейных  
алгебраических систем 

Рассмотрим систему линейных алгебраических уравнений 
(2.1). Итерационные методы, или методы последовательных 
приближений, дают возможность для системы (2.1) построить 
последовательность векторов …… ,,,,, )()2()1()0( kxxxx , преде-
лом которой должно быть точное решение *x  

)(* lim k

k
xx

∞→
= . 

На практике построение последовательности обрывается, 
как только достигается желаемая точность. Чаще всего для дос-
таточно малого значения 0ε >  контролируется выполнение 
оценки * ( )kx x− < ε .  

Метод последовательных приближений может быть по-
строен по следующей схеме. Эквивалентными преобразования-
ми приведем систему (2.1) к виду 

dxCx += ,       (2.9) 

где x – тот же самый вектор, а C  и d  – некоторые новый мат-
рица и вектор, соответственно. Под эквивалентными преобразо-
ваниями будем понимать преобразования, сохраняющие реше-
ния системы.  

При решении методом последовательных приближений не-
обходимо выбрать начальное (нулевое) приближение. За нуле-
вое приближение можно принять столбцы правых частей f , d  
систем (2.1) или (2.9) или нулевой вектор (вектор, все элементы 
которого равны нулю). Следующее приближение ( )1x  определя-
ется рекуррентным равенством  

( ) ( ) dxCx += 01 . 
Далее находим ( )2x  

( ) ( ) dxCx += 12 ,  
и т.д. Для k-й итерации получаем  
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( ) ( ) ...,2,1,0,1 =+=+ kdxCx kk  (2.10) 
Такой итерационный процесс будем называть одношаговым 
итерационным методом.  

Изучим вопрос о сходимости итерационного процесса, т.е. 
определим, какие нужно предъявить требования к виду матрицы 
C , чтобы последовательность ( ){ }kx  при k→∞ имела пределом 

*x , т.е. была решением системы (2.9), эквивалентной исходной 
системе (2.1): ( ) *lim xx k

k
=

∞→
. 

Теорема 2.2. Достаточным условием сходимости итераци-
онного метода (2.10) к решению системы (2.1) при любом 
начальном векторе ( )0x  является требование 1<C ,  

где C  – норма матрицы С. 
Это требование равносильно условию малости элементов 

матрицы С по абсолютной величине, так как в качестве нормы 
матрицы можно использовать величину  

∑
=≤≤

=
m

j
ijmi

CC
11

max . 

т.е. максимальное значение из сумм модулей элементов строк 
этой матрицы.  

В общем виде одношаговый итерационный метод можно 
записать в так называемой канонической форме 

fxAxxB k
k

kk
k =+

τ
−
+

+
+ )(

)1(

)()1(
)1( . 

Здесь )1( +kB  – матрица, задающая итерационный метод, 1+τk  – 
итерационный параметр. Если EB k =+ )1(  (где E – единичная 
матрица), то метод называют явным, а в противном случае – не-
явным. Если матрица )1( +kB  и итерационный параметр )1( +τ k  
постоянные и не зависят от номера итерации 
( τ=τ= ++ )1()1( , kk BB ), то метод называют стационарным, и не-
стационарным – в противном случае.  
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Использование неявных методов сопровождается обраще-
нием матрицы 1+kB . Поэтому для сохранения эффективности 
алгоритма эта матрица должна быть легко обратима (например, 

1+kB  – диагональная, треугольная, трехдиагональная или орто-
гональная).  

Приведем некоторые примеры. Для этого представим мат-
рицу A  в виде 21 ADAA ++= , где D  – диагональная матрица, 

1A – левая треугольная, 2A – правая треугольная. 1A  и 2A  имеют 
нулевую главную диагональ. Ненулевые элементы всех трех 
матриц совпадают с соответствующими элементами матрицы А. 

 Метод релаксации (простой итерации). Здесь 
EB k =+ )1( , а τ=τ + )1(k . 

 Итерационный метод Ричардсона. Здесь EB k =+ )1( , а 
)1( +τ k  – переменный параметр. 

 Метод Якоби. DB k =+ )1( , а 1)1( =τ +k . 
 Метод верхней релаксации. 1

)1( ADB k ω+=+ , ω=τ +1k , 
20 <ω< , где ω – заданный числовой параметр. Для 

1=ω , как частный случай, получается метод Гаусса–
Зейделя. Для симметрических положительно опреде-
ленных матриц A  условие 20 <ω<  является условием 
сходимости метода. 

Для некоторых из вышеназванных методов рассмотрим бо-
лее детально способы получения матрицы С.  

Метод Якоби 
Предположим, что диагональные элементы матриц A ис-

ходной системы (2.1) не равны 0 (aii ≠ 0, i = 1, 2, …, m). Разре-
шим первое уравнение системы (2.1) относительно x1, второе 
относительно x2 и т.д. Получим следующую эквивалентную сис-
тему, записанную в скалярном виде: 
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1 12 2 13 3 1 1

2 21 1 23 3 2 2

1 1 2 2 , 1 1

...
...

....................................................
...

m m

m m

m m m m m m m

x C x C x C x d
x C x C x C x d

x C x C x C x d− −

= + + + +
= + + + +

= + + + +

, 

что совпадает с формулой (2.9), в которой матрица C и вектор d  
определены по следующим формулам 

,
, , 1, 2, ...,

0,

ij
i

ij iii
ii

a
i j fC d i ma

a
i j

⎧
− ≠⎪= = =⎨

⎪ =⎩

.                  (2.11) 

Метод, основанный на таком приведении системы (2.1) к 
виду (2.9), называют методом Якоби. Теперь, задав нулевое 
приближение, по рекуррентным соотношениям (2.10) можем 
выполнять итерационный процесс.  

Условие сходимости 1<C  в методе Якоби равносильно 
условию диагонального преобладания для исходной матрицы A: 

....,,2,1,
1

miaa
m

ji
j

ijii => ∑
≠
=

 

Действительно, пусть для матрицы А выполняется условие 
диагонального преобладания. Разделив обе части данного нера-
венства на iia , получим следующее неравенство 

1
1 , 1, 2, ..., .

m
ij

j ii
i j

a
i m

a=
≠

> =∑  

С учетом (2.11), можно перейти к следующему неравенству:  

....,,2,1,1
1

miC
m

j
ij => ∑

=

 

То есть сумма элементов любой строки матрицы C меньше 1. 
Выполнение такого условие равносильно выполнению условия 

сходимости  метода 1max
11

<= ∑
=≤≤

m

j
ijmi

CC . 
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Пример 2.3. Дана СЛАУ bx =A , где 
 8 4 2  10  x1  

A  = 3 5 1 , b = 5 , x  = x2 . 
 3 –2 10  4  x3  

 
Решить СЛАУ c помощью итерационного метода Якоби с точно-
стью 0.25. Начальное приближение x 0 = (0,0,0,0). 
 
Решение. Проверяем условие диагонального преобладания: 

248 +> , 135 +> , 3210 +−> . 
Приводим систему уравнений к виду (2.9) методом Якоби: 
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В качестве начального приближения используем нулевой вектор. 
По формулам (2.10) получаем приближения, до тех пор, пока не 
достигнем заданной точности: 
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Требуемая точность достигнута. 
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Метод Гаусса–Зейделя 
Под методом Гаусса–Зейделя обычно понимается такое ви-

доизменение одношагового итерационного метода (2.10) реше-
ния СЛАУ, в котором для подсчета i-й компоненты (k+1)–го 
приближения ( )1+k

ix  к искомому вектору *x  используется уже 
вычисленное на этом, т.е. (k+1)-м шаге, новые значения первых 
i–1 компонент ( )1

1
+

−
k

ix . Это означает, что если система (2.1) тем 
или иным способом сведена (например, с помощью метода Яко-
би) к системе (2.9) с матрицей коэффициентов С и вектором 
свободных членов ,d  то приближение ее к решению по методу 
Зейделя определяется системой равенств 
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С точки зрения компьютерной реализации одношагового 
итерационного метода использование метода Гаусса–Зейделя 
означает, что элементы массива x  будут постепенно замещать-
ся новыми элементами. В связи с такой интерпретацией метод 
Гаусса–Зейделя иногда называют методом последовательных 
смещений. 

Метод релаксации  
Иногда исходную систему (2.1) не удается привести к виду 

(2.9), выполнив при этом условие сходимости метода. В этом 
случае можно воспользоваться методом релаксации. Этот метод 
основывается на соотношении  

( ) ( )
( ) fxAxx k

kk

+−=
τ
−+1

, 

откуда ( ) ( ) ( )( )fxAxx kkk −τ−=+1 , где τ  – итерационный параметр. 
Скалярные формулы метода релаксации имеют следующий вид: 
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+
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+
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.  (2.12) 

Раскрыв скобки, можно привести (2.12) к виду (2.10), где ко-
эффициенты матрицы C и вектор свободных членов d  будут 

иметь вид: 1 ,
, , 1, 2, ...,

,
ij

ij i i
ij

a i j
C d f i m

a i j
− τ =⎧

= = τ =⎨−τ ≠⎩
. Подбором 

параметра τ можно добиться сходимости метода релаксации. 

При использовании итерационных методов мы можем найти 
решение исходной СЛАУ (2.1) лишь приближенно с заданной 
точностью. Поэтому важной проблемой является вопрос о спо-
собе остановки итерационного процесса при достижении точно-
сти. Наиболее простой способ – это сравнение между собой со-
ответствующих неизвестных с двух соседних итераций (k+1) и 
(k). Если максимальная из всех разностей становится меньше за-
данной точности ε, то итерационный процесс останавливается 

ε<− +

≤≤

1

1
max k

i
k
imi

xx . 

При использовании метода релаксации для остановки итера-
ционного процесса можно применить способ, связанный с вы-
числением вектора невязки r : 

i

m

j

k
iji fxar

j
−= ∑

=1

, 

показывающий, насколько полученное приближение kx  отлича-
ется от точного решения. Затем вычисляется норма вектора не-
вязки  

||max
1

i
mi

rr
≤≤

= . 

Если она мала, т.е. ε<r , то итерационный процесс останавли-
вается. 
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2.3. Текст программы решения СЛАУ методом Гаусса 
program SLAU; 
const m=4; 
type  T=array [1..m,1..m] of real; 
      T1= array [1..m] of real;  
var  a : T1; c : T1; b : T;   
procedure GAUSS(AA:T;bb:T1;var xx:T1);  
label 1; 
var i1,i, k, j,j1 : integer; r, s : real; 
begin writeln('МАТРИЦА СЛАУ'); 
for i:=1 to m do begin writeln;    
for j:=1 to m do write(AA[i,j]:8:4,' ');end; 
writeln;  writeln('ПРАВАЯ ЧАСТЬ'); 
for i:=1 to m do write(bb[i]:8:4,' ');writeln; 
for j:=1 to m–1 do     for i:=m downto j+1 do 
begin  k:=i;  for i1:=j to i–1 do 
if aa[i1,j]=0.0  then k:=i1; 
if k=i then  begin s:=aa[i,j]/aa[i–1,j]; 
for j1:=1 to m do 
aa[i,j1]:= aa[i,j1]–s*aa[i–1,j1]; 
bb[i]:=bb[i]–s*bb[i–1]; 
end  else  begin 
for j1:=1 to m do 
begin  r:= aa[k,j1]; 
aa[k,j1]:=aa[i,j1]; 
aa[i,j1]:=r;  end; 
r:= bb[k]; bb[k]:=bb[i]; bb[i]:=r; end; end; 
if aa[m,m]=0.0 then begin writeln ('DET=0');goto 1; 
end; xx[m]:=bb[m]/aa[m,m]; 
for i:=m–1 downto 1 do begin 
if aa[m,m]=0.0 then  begin 
writeln ('DET=0');  goto 1; end; s:=bb[i]; 
for j:=i+1 to m do s:=s–aa[i,j]*xx[j]; 
xx[i]:=s/aa[i,i]; end; 
writeln ('РЕШЕНИЕ ПО МЕТОДУ ГАУССА'); 
for i:=1 to m do write (xx[i]:8:4); 
readln;1:end; 
begin {основная программа} 
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 B[1,1]:=3;B[1,2]:=6;B[1,3]:=8;B[1,4]:=10; 
 B[2,1]:=–10;B[2,2]:=5;B[2,3]:=–3;B[2,4]:=6; 
 B[3,1]:=8;B[3,2]:=–12;B[3,3]:=6;B[3,4]:=4; 
 B[4,1]:=0;B[4,2]:=16;B[4,3]:=–2;B[4,4]:=–1; 
 c[1]:=3;c[2]:=4;c[3]:=5;c[4]:=6; 
  GAUSS(B,c,a); 
end. 

 

 

СПИСОК ВОПРОСОВ И ЗАДАЧ  

1. Записать СЛАУ в скалярном, векторном и матричном 
виде. Что известно, что надо найти? При каком условии 
существует единственное решение? Обусловленность 
матрицы. Точные и приближенные методы.  

2. Метод обратной матрицы. Привести примеры других 
точных и приближенных методов решения СЛАУ.  

3. Как выполняются действия над матрицами: сумма, про-
изведение на константу, произведение матриц. Верно 
ли, что A*B = B*A, где  A, B – квадратные матрицы 
размерности NхN.  

4. Расширенная матрица СЛАУ. Какие операции над 
СЛАУ не меняют ее решения? Какие действия над 
расширенной матрицей соответствуют эквивалентными 
преобразованиями СЛАУ?  

5. Метод Крамера на примере решения системы трех 
уравнений с тремя неизвестными.  

6. Метод Гаусса: прямой ход (сведение СЛАУ с системе с 
верхней треугольной матрицей).  

7. Метод Гаусса: обратный ход (решение СЛАУ с верхней 
треугольной матрицей). 

8. Вывести формулы для нахождения решения СЛАУ с 
нижней треугольной матрицей. 
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9. Понятие экономичности метода решения СЛАУ. Оцен-

ка количества операций методов Крамера и Гаусса. По-
чему точные методы не используют для решения 
больших СЛАУ? 

10. Описать основные этапы итерационного метода реше-
ния СЛАУ.  

11. Выбор начального приближение в итерационных мето-
дах решения СЛАУ. Критерии остановки итераций.  
Вектор невязки. Как можно оценить его величину? 

12. Условие сходимости метода итераций для решения 
СЛАУ. Норма матрицы. Метод Якоби. Условие диаго-
нального преобладания. Метод релаксации. 
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3. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ И ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ 
 
Слово «интерполяция» в переводе означает «между точка-

ми». Задачи интерполяции часто возникают в инженерных и 
других практических приложениях. Допустим, что в результате 
экспериментальных измерений получена таблица значений не-
которой функции. Требуется найти промежуточные значения 
этой функции, а также производные, определяющие скорость ее 
изменения. Это так называемая задача о восстановлении функ-
ции. Кроме того, при проведения расчетов сложные функции 
удобно заменять алгебраическими многочленами или другими 
элементарными функциями, которые достаточно просто вычис-
ляются (задача о приближении функции). Интерполяцию ис-
пользуют для приближенного вычисления интегралов (построе-
ние квадратурных формул). Из математического анализа из-
вестны, например, многочлены (ряды) Тейлора, которые ис-
пользуют для вычисления значений гладких (т.е. достаточное 
число раз дифференцируемые) функции. В математике и техни-
ке часто используют разложение функций в тригонометриче-
ские ряды. Каждый метод имеет свою погрешность, определяе-
мую тем, насколько различаются значения исходной и интерпо-
лирующей функций. Существуют ли другие способы интерпо-
ляции и приближения функций? Когда и какой способ лучше 
использовать? Какова точность (погрешность) используемых 
методов интерполяции? Обо этом мы узнаем, изучив следую-
щую тему и выполнив соответствующую лабораторную работу.  

 
3.1. Постановка задачи интерполяции  

На интервале [a, b] задана система узлов интерполяции  
xi, i = 0, 1,..., N; a ≤ x i ≤ b, и значения неизвестной функции в 
этих узлах fi, i = 0, 1,...., N. Могут быть поставлены задачи: 
1. Найти функцию F(x), принимающую в точках xi, заданные 

значения: F(xi) = fi, i = 0, 1,…, N (условия интерполяции). 
2. Для заданного значения z∈[a, b] найти F(z). 
3. Для заданного значения z∈[a, b] найти F′(z). 
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Задача имеет много решений: через заданные точки (xi, fi),  
i = 0, 1,..., N, можно провести бесконечно много кривых, каждая 
из которых будет графиком функции, для которой выполнены 
все условия интерполяции. Если известна исходная функция 
g(x), то можно оценить погрешность метода в произвольной 
точке z∈[a, b]: r(z) = |g(z)–F(z)|. Кроме того, можно оценивать 
так называемую равномерную r1 и среднеквадратичную r2 по-
грешности: 

)(max
],[1 zrr

baz∈
= ,  ( ) dz)z(rr

b

a
∫= 2

2 . 

Нас будет интересовать поведение погрешности метода при 
увеличении числа узлов интерполяции. Будем говорить, что ме-
тод сходится, если при N→ ∞  погрешность r → 0.  

Все методы интерполяции можно разделить на локальные и 
глобальные. В случае локальной интерполяции на каждом ин-
тервале [xi–1, xi] строится своя (локальная) функция. В случае 
глобальной интерполяции отыскивается одна (глобальная) 
функция на всем интервале [a, b]. Далее приведены примеры 
различных способов интерполяции.  

 
3.2. Локальная интерполяция 

Кусочно-постоянная интерполяция. На каждом локальном 
отрезке [xi–1, xi], i = 1, 2,…, N, интерполирующая функция явля-
ется  постоянной и равна левому: Fi(z) = fi–1 или правому:  
Fi(z) = fi значению. Легко понять, что условия интерполяция вы-
полняются. Построенная функция является разрывной (рис. 3.1 а), 
что ограничивает ее применение. Кроме того, в случае малого 
числа точек такая интерполяция дает большую погрешность.  

Кусочно-линейная интерполяция. На каждом интервале  
[xi–1, xi] функция является линейной  

Fi(z) = kiz+li. 
Значения коэффициентов находятся из выполнения условий 

интерполяции в концах отрезка [xi–1, xi]: Fi(xi–1) = fi–1, Fi(xi) = fi. 
Получаем систему уравнений:  

kixi–1+li = fi–1,  kixi+li = fi, 
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откуда находим  

,
1

1

−
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ii

ii
i xx

ffk  iiii xkfl −= . 

Итоговая функция будет непрерывной, но производная будет 
разрывной в каждом узле интерполяции. Погрешность такой ин-
терполяции будет меньше, чем в предыдущем случае. Иллюстра-
ция кусочно-линейной интерполяции приведена на рис. 3.1 б. 
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Рис. 3.1. Левая кусочно-постоянная (а) и  
кусочно-линейная (б) интерполяции 

Пример 3.1. Заданы значения некоторой функции: 
x 0 2 3 3.5 
f –1 0.2 0.5 0.8 

Требуется найти значение функции при z = 1 по кусочно-
постоянной и кусочно-линейной интерполяции.  
Решение. Точка z = 1 принадлежит первому локальному отрезку 
[0, 2], следовательно по формулам левой кусочно-постоянной ин-
терполяции F(1) = f0 = –1, по формулам правой кусочно-
постоянной интерполяции F(1) = f1 = 0.2. Воспользуемся форму-
лами кусочно-линейной интерполяции:  

,.
xx
ffk 60

01

01
1 =

−
−= 4.016.01)1(,11111 −=⋅+−=−=−= Fxkfl . 

Кусочно-параболическая интерполяция. На каждом i-м ин-
тервале [xi–1, xi], i = 1, 2,…, N, функция является параболой вида 
Fi(z) = ai+bi(z–xi)+ci/2(z–xi)2. Значения коэффициентов ai, bi, ci 
находятся из условий интерполяции, непрерывности функции и 
ее первой производной в узлах интерполяции.  



 51

Кубический интерполяционный сплайн. Название метода 
происходит от английского слова spline. Так называлась гибкая 
линейка, использовавшаяся корабельными инженерами вместо 
лекал. Форма этого универсального лекала на каждом отрезке 
описывается кубической параболой. Сплайны широко исполь-
зуются в инженерных приложениях, в частности, в компьютер-
ной графике. Итак, на каждом i-м [xi–1, xi], i = 1, 2,…, N, решение 
будем искать в виде полинома третьей степени: 

Si(x) = ai+bi(x–xi)+ci(x–xi)2/2+di(x–xi)3/6 
Неизвестные коэффициенты ai, bi, ci, di, i = 1, 2,..., N, находим из: 

– условий интерполяции: Si(xi) = fi, i = 1, 2,..., N; S1(x0) = f0, 
– непрерывности функции Si(xi–1) = Si–1(xi–1), i = 2, 3,..., N, 
– непрерывности первой и второй производной: 

S′i(xi–1) = S′i–1(xi–1), S′′i(xi–1) = S′′i–1(x i–1), i = 2, 3,..., N. 
Для определения 4N неизвестных получаем систему 4N–2 урав-
нений: 

ai = fi, i = 1, 2,..., N,  
bi hi – cihi

2/2 + di hi
3/6 = fi – fi–1, i = 1, 2,..., N, 

bi – bi–1 = ci hi – di hi
2/2, i = 2, 3,..., N,  

di hi = ci  – ci–1 , i = 2, 3,..., N. 
где hi = xi – xi–1. Недостающие два уравнения выводятся из до-
полнительных условий: S"(a) = S"(b) = 0. Из системы можно ис-
ключить неизвестные bi , di , получив систему N+1 линейных 
уравнений (СЛАУ) для определения коэффициентов ci: 

c0  = 0,  cN  = 0,  

hici–1+2(hi+hi+1)ci+h i+1ci+1 = 6 ⎟⎟
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ff , i = 1, 2,…, N–1. 

В случае постоянной сетки hi = h эта система уравнений упро-
щается. Данная CЛАУ имеет трехдиагональную матрицу и ре-
шается методом прогонки. После этого вычисляются коэффици-
енты bi, di:  
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= , i = 1, 2,..., N. 



 52

Для вычисления значения S(x) в произвольной точке отрез-
ка z∈[a, b] необходимо решить систему уравнений на коэффи-
циенты ci, i = 1,2,…, N–1, затем найти все коэффициенты bi, di. 
Далее, необходимо определить, на какой интервал [xi0, xi0+1] по-
падает эта точка, и, зная номер i0, вычислить значение сплайна и 
его производных в точке z 

S(z) = ai0 +bi0(z–xi0)+ci0(z–xi0)2/2+di0(z–x i0)3/6 
S′(z) = bi0+ci0(z–xi0)+di0(z–x i0)2/2, S′′(z) = ci0+di0(z–x i0). 

Кубический интерполяционный сплайн имеет достаточно 
хорошую точность, и в то же время имеет простую и экономич-
ную реализацию (метод прогонки).  

 
3.3. Глобальная интерполяция  

Будем искать интерполирующую функцию в виде полинома 
(многочлена) m-ой степени Pm(x) = a0+a1x+a2x2+a3x3+…+amxm. 
Какова должна быть степень многочлен, чтобы удовлетворить 
всем условиям интерполяции? Допустим, что заданы две точки: 
(x0, f0) и (x1, f1). Через эти точки можно провести единственную 
прямую, т.е. интерполирующей функцией будет полином пер-
вой степени P1(x) = a0+a1x. Через три точки можно провести па-
раболу P2(x) = a0+a1x+a2x2 и т.д. Рассуждая таким способом, 
можно предположить, что искомый полином должен иметь сте-
пень N  

Для того, чтобы доказать это, выпишем систему уравнений 
на коэффициенты. Уравнения системы представляют собой ус-
ловия интерполяции в при каждом x = xi: 
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Данная система является линейной относительно искомых 
коэффициентов a0, a1, a2,…, aN.  Известно, что СЛАУ имеет ре-
шение, если ее определитель отличен от нуля. Определитель 
данной системы  
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носит имя Вандермонда. Из курса математического анализа из-
вестно, что он отличен от нуля, если xk ≠ xm (т.е. все узлы интер-
поляции различные). Таким образом, доказано, что система 
имеет решение.  

Мы показали, что для нахождения коэффициентов  
a0, a1, a2,…, aN надо решить СЛАУ, что является сложной зада-
чей. Но есть другой способ построения полинома N-й степени, 
который не требует решения такой системы.  

 
3.4. Полином Лагранжа  

Решение ищем в виде ( ) ( )zlfzL i

N

i
in ∑

=

=
0

, где li(z) – базисные 

полиномы N-й степени, для которых выполняется условие: 

⎩
⎨
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≠
=

=
ki
ki

xl ki ,0
,1

)( . Убедимся в том, что если такие полиномы по-

строены, то LN(x) будет удовлетворять условиям интерполяции: 
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Каким образом построить базисные полиномы? Определим 
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Легко понять, что  
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и т.д. 
Функция li(z) является полиномом N-й степени от z и для 

нее выполняются условия «базисности»: 
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Таким образом, нам удалось решить задачу о построении 
интерполирующего полинома N-й степени, и для этого не нужно 
решать СЛАУ. Полином Лагранжа можно записать в виде ком-

пактной формулы: ( ) ( ) ∏∑∑
≠ −

−
==

== ki ki

k
N

i
ii

N

i
iN xx

xzfzlfzL
)(
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00

. Погреш-

ность этой формулы можно оценить, если исходная функция 
g(x) имеет производные до N+1 порядка:  
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Из этой формулы следует, что погрешность метода зависит 
от свойств функции g(x), а также от расположения узлов интер-
поляции и точки z. Как показывают расчетные эксперименты, 
полином Лагранжа имеет малую погрешность при небольших 
значениях N < 20. При бόльших N погрешность начинает расти, 
что свидетельствует о том, что метод Лагранжа не сходится (т.е. 
его погрешность не убывает с ростом N). 

Для вычисления значений полинома нужно выполнить ко-
личество действий, пропорциональное N 2. В случае небольшого 
числа N эти действия можно выполнить на калькуляторе. В слу-
чае если N велико, для вычислений будем использовать ЭВМ. 
Для этого необходимо составить программу на языке Pascal. 
Текст программы приведен в приложении. 

Пример 3.2. Для исходных данных, использованных в примере 
3.1, требуется найти значение полинома Лагранжа при z = 1. Для 
этого случая N = 3, т.е. полином Лагранжа имеет третий порядок. 
Вычислим значения базисных полиномов при z = 1: 
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Полином Лагранжа удобно использовать, если в одних и 
тех же узлах надо вычислить значения нескольких функций. В 
том случае, если функция одна, а узлы, в которых она задана 
изменяются (или добавляются новые узлы), использование фор-
мулы Лагранжа нецелесообразно. В этом случае надо использо-
вать интерполяционную формулу Ньютона.  

3.5. Полином Ньютона 

Полином Ньютона есть еще одна форма записи глобального 
интерполирующего полинома N-го порядка. Она имеет вид: 

PN(z) = f0+F(x0,x1)(z–x0)+F(x0,x1,x2)(z–x0)(z–x1)+… 
+F(x0,x1,x2,…xN)(z–x0)(z–x1)…(z–xN–1). 

Здесь F(x0,x1), F(x0,x1,x2),…, F(x0,x1,x2,…, xN) – разделенные разно-
сти первого, второго,…, N-го порядков, которые вычисляются 
по формулам: 
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Разделенные разности являются аналогами первой, второй, …, 
N-й производной от заданной таблично функции. Их вычисле-
ние удобно проводить в таблице разделенных разностей: 
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x0 f0 – – – – 
x1 f! F(x0,x1) – – – 
x2 f2 F(x1,x2) F(x0,x1,x2) – – 
x3 f3 F(x2,x3) F(x1,x2,x3) F(x1,x2,x3,x4) – 
… …  … … – 
xN fN F(xN–1,xN) F(xN–2,xN–1,xN) F(xN–3,xN–2,xN–1,xN) F(xN,xN–1,…,x1,x0) 

Порядок узлов при вычислении разделенных разностей не ва-
жен. Если число узлов изменится, то в таблице разделенных 
разностей появится еще одна строчка, а в формуле Ньютона –
 еще один член, все остальные вычисления повторять не надо.  
 Поскольку результатом интерполяционных формул Ньюто-
на и Лагранжа является один и тот же полином N-го порядка, то 
их погрешность ведет себя одинаково.  

Пример 3.3. Для исходных данных, использованных в приме-
ре 3.1 вычислим значение полинома Ньютона. Сначала заполним 
таблицу разделенных разностей: 

x F F(xi,xj) F(xi,xj,xk) F(x0,x1,x2,x3) z–xi 
0.00 –1 – – – 1.00 
2.00 0.2 0.6 – – –1.00 
3.00 0.5 0.3 –0.1 – –2.00 
3.50 0.8 0.6 0.2 0.085714 –2.50 

Используя формулу Ньютона, получим, 
P3(1) =  –1+0.6⋅1+(–0.1)⋅1⋅(–1)+0.0857⋅1⋅(–1)⋅(–2) =  –0.129. 
 

3.6. Метод наименьших квадратов 

Во всех вышеизложенных методах условия интерполяции 
выполнялось точно. Однако в тех случаях, когда исходные дан-
ные xi, fi, i = 1,…, N, заданы с некоторой погрешностью ε, 
можно требовать лишь приближенное выполнение условий 
интерполяции: |F(xi) – fi| <  ε . Это условие означает, что ин-
терполирующая функция F(x) проходит не точно через задан-
ные точки, а в некоторой их окрестности, так, например,  
как это показано на рис. 3.2. Приблизим исходные данные 
глобальным полиномом.  Если  решать  задачу  интерполяции  
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точно, то полином должен 
иметь степень N. При рас-
смотрении полинома Ла-
гранжа мы выяснили, что 
полином N-й степени хо-
рошо приближает исход-
ную функцию только при 
небольших значениях N. 

Рис. 3.2. Приближенное выполнение 
условий интерполяции 

Будем искать полином низкой степени, например,  
P3(x) = a1+a2x+a3x2+a4x3. Если N > 4, то точная задача решений 
не имеет: для четырех неизвестных коэффициентов (a1, a2, a3, a4) 
условия интерполяции дают N > 4 уравнений. Но теперь точного 
выполнения условий интерполяции не требуется, мы хотим, 
чтобы полином проходил рядом с заданными точками. Сущест-
вует много таких полиномов, каждый из которых определяется 
своим набором коэффициентов. Среди всех возможных полино-
мов этого вида выберем тот, что имеет наименьшее среднеквад-
ратичное отклонение в узлах интерполяции от заданных значе-
ний, т.е. многочлен должен быть самым близким к заданным 
точкам из всех возможных многочленов третьей степени в 
смысле метода наименьших квадратов (МНК).  

В i-й точке полином P3(x) отклоняется от значения fi на вели-
чину (P3(xi) – fi). Суммируем квадраты отклонений полинома по 
всем точкам i = 1, 2,…, N, получим функционал квадратов откло-
нений:  
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Найдем минимум этого функционала. Для этого приравня-
ем нулю его частные производные по переменным a1, a2, a3, a4. 
Используя стандартные правила дифференцирования, получим: 
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Собирая коэффициенты при неизвестных ai, получим 
СЛАУ относительно вектора неизвестных (a1, a2, a3, a4): 
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Полученная система называется нормальной. Для ее реше-
ния используют стандартные методы решения СЛАУ. Как пра-
вило, число неизвестных системы (т.е. число коэффициентов 
интерполирующей функции) невелико, поэтому можно исполь-
зовать точные методы решения СЛАУ, например, метод Краме-
ра или метод Гаусса.  

Метод наименьших квадратов позволяет «приблизить» ис-
ходные данные с помощью линейной комбинации любых эле-
ментарных функций. Часто используются приближения линей-
ной F(x) = a1+a2x, тригонометрической F(x) = a1sin(x)+a2cos(x), 
экспоненциальной F(x) = a1ex+a2 e–x и др. функциями.  

Пример 3.4. Найдем линейную зависимость F(x) = a1+a2x, при-
ближающую заданную таблично функцию: 

x –1 –0.5 0.7 1 1.2 
f –0.5 –0.1 0.3 0.5 1 

В этом случае N = 5, нормальная система имеет вид: 
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a1 = Δ1/Δ = 0.083, a2 = Δ2/Δ = 
0.561. 

Рис. 3.3. Подбор линейной  
зависимости  

Проверка. Вычисляем значение 2
21

5

1
)( ii

i
fxaaG −+= ∑

=
 = 0.0004. 

График функции F(x) = 0.083+0.561x показан на рис. 3.3 сплошной 
линией. Точками показаны исходные данные. Можно видеть, что 
найденная  функция действительно приближает заданные точки. 
 
Таким образом, существуют различные способы построения 

интерполирующей функции. Каждый из методов имеет свою точ-
ность и особенности использования, с которыми мы познакомимся 
при выполнении лабораторной работы.  

Можно сделать некоторые общие рекомендации по выбору 
метода интерполяции. Локальные методы, особенно кусочно-
постоянный и кусочно-линейный, имеют достаточно простую 
реализацию. Достоинством этих методов является то, что эти ме-
тоды сходятся, т.е. с ростом числа узлов погрешность методов 
убывает. Наиболее точным из рассмотренных локальных методов 
является кубический интерполяционный сплайн. Кусочно-
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линейный, кусочно-параболический и кусочно-кубический ин-
терполяционные методы можно использовать также и для вычис-
ления производных.  

Глобальный интерполяционный полином, записанный в 
форме Лагранжа или Ньютона, дает маленькую погрешность 
при небольшом числе узлов (N < 20). В этом случае погреш-
ность гораздо меньше, чем погрешность локальных методов. 
Однако, начиная с некоторого N, погрешность глобального по-
линома начинает расти, что может даже привести в аварийному 
останову выполнения программы ЭВМ. В случае большого чис-
ла узлов использование глобальных способов нецелесообразно.  

С помощью МНК можно решить задачу интерполяции при-
ближенно. Метод позволяет приблизить сложные или таблично 
заданные функции с помощью линейной комбинации некоторых 
элементарных функций. 

3.7. Программа для полинома Лагранжа  

Исходными данным являются: отрезок [a, b] и z – точки 
внутри этого отрезка, а также 2 массива: x, f, определяющие за-
данные точки. Значения массива f определяются с помощью 
функции g, описанной в начале программы. Значения z, a, b вво-
дятся с клавиатуры.  
program LAGRANG;  
const N=10; 
var a,b,z,S,p,h:real; i,k: integer; 
x, f:array[0..N]of real 
Function g(x:real):real; 
Begin g:=sin(x); end; 
begin writeln('input a,b');readln(a,b); 

h:=(b–a)/N; For i:=0 to N do  
Begin x[i]:=a + h*i; f[i]:=g(x[i]; end; 
writeln ('input Z');readln(Z); S:=0; 
for i:=0 to N do begin p:=1;  
for k:=0 to N do begin if i < >k then  
p:= p*(z–x[k])/(x[i]–x[k]);end; 
S:=S+f[i]*p; end;  
writeln('S=',s);readln; 

end. 
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СПИСОК ВОПРОСОВ И ЗАДАЧ  

1. Постановка задачи интерполяции. Узлы интерполяции. 
Условия интерполяции. 

2. Кусочно-постоянная интерполяция.  
3. Кусочно-линейная интерполяция. Вывести формулы для 

определения коэффициентов линейной функции Fi(x)  
4. Понятие о кусочно-параболической интерполяции и ку-

бическом интерполяционном сплайне. Из каких условий 
находятся коэффициенты квадратичной и кубической 
парабол на каждом локальном отрезке интерполяции  
[xi–1, xi].  

5. Глобальная интерполяция. Степень интерполирующего 
полинома. Как определить коэффициенты искомого по-
линома?  

6. Построение интерполяционного полинома Лагранжа. 
Показать, что для полинома Лагранжа выполняются ус-
ловия интерполяции. 

7. Базисный полином. Построить базисный полиномы для  
n = 2. Показать, что выполняются условия «базисности». 

8. Интерполяционный полином Ньютона.  
9. Метод наименьших квадратов на примере подбора эм-

пирической зависимости F = a+bx+cx2+dx3,, F = a+bx и 
др. Способы решения нормальной системы. 
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4. ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ  
И ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

4.1. Численное дифференцирование 

Численное дифференцирование, т.е. нахождение значений 
производных заданной функции ( )xfy =  в заданных точках x, в 
отличие от рассмотренного в следующем разделе численного 
интегрирования, можно считать не столь актуальной проблемой 
в связи с отсутствием принципиальных трудностей с аналитиче-
ским нахождением производных. Однако имеется ряд важных 
задач, для которых численное дифференцирование является 
единственным способом нахождения производной. Это, напри-
мер, поиск производной таблично заданной функции или диф-
ференцирование функции в процессе численного решения, ко-
гда значения этой функции известны только в узлах сетки. Кро-
ме того, если при аналитическом дифференцировании получа-
ются громоздкие выражения, использование численного подхо-
да упрощает задачу. 

Существует несколько способов для получения формул 
численного дифференцирования, которые в конечном итоге мо-
гут привести к одним и тем же формулам. Во-первых, можно 
аппроксимировать таблично заданную функцию каким-либо 
способом (линейная интерполяция, многочлен Лагранжа, 
сплайн-функции и т.д.) и дифференцировать полученную не-
прерывную функцию, приближающую исходную. Эта задача 
рассматривалась выше. Во-вторых, для вывода формул числен-
ного дифференцирования можно воспользоваться понятием ко-
нечных разностей.  

Пусть узлы таблицы xi, i = 0,1, …, N расположены на рав-
ных расстояниях: ihxxi += 0 , fi – соответствующие значения 
функции; величину h называют шагом таблицы. Разности значе-
ний функции в соседних узлах называют разностями первого 
порядка. В каждом внутреннем узле xi, i = 1, …, N–1 можно со-
ставить три разности первого порядка:  

– разность вперед:  
Δ+ fi = fi+1 – fi , 
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– разность назад: 
Δ – fi =  fi – fi–1 = Δ+ fi–1 

– центральная разность  
Δ± fi = fi+1 – fi–1. 

Разности высших порядков образуют при помощи рекур-
рентных соотношений 

( ) i
m

i
m

i
m

i
m ffff 1

1
11 −

+
−− Δ−Δ=ΔΔ=Δ . 

Используя эти формулы, первую производную можно опреде-
лить тремя разными способами: 

( )
h

ffxf ii
i

−
= +

+
1' ,   (4.1) 

 

( )
h

ffxf ii
i

1' −
−

−
= ,   (4.2) 

 

( )
h

ffxf ii
i 2

11' −+
±

−
= .    (4.3) 

 
Геометрически вычисление производной по трем этим фор-

мулам эквивалентно замене касательной в точке B прямыми BС, 
AB и AC соответственно и поиску тангенса угла наклона этих 
прямых вместо тангенса угла наклона касательной (рис. 4.1). 

 
 

xi-1 

fi-1 

A 

B C

касательная

xi xi+1

fi-1 fi+1

f± 
 f+ 

f_

 
 

Рис. 4.1. Геометрическая интерпретация разностного 
дифференцирования 
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Рис. 4.1 показывает, что наиболее точно поведение произ-
водной (касательной) в точке xi передает прямая AC, угол на-
клона которой определяет формула центральной разности  
f±. Изучим вопрос о порядке точности (аппроксимации) этих 
формул. Разложим f(x) в ряд Тейлора в окрестности точки xi.  
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Подставив эти разложения в (4.1), получаем 
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Здесь if ′ – первая производная, которую необходимо найти, а 

..
62

2
+′′′+′′ ii fhfh  – погрешность, с которой вычисляется произ-

водная. Видим, что первый, самый большой член погрешности 
имеет порядок h, значит при измельчении шага сетки погреш-
ность будет уменьшаться пропорционально h  в степени 1. По-
этому говорят, что формула имеет первый порядок точности. 
Нетрудно показать, что формула (4.2) также имеет первый поря-
док аппроксимации.  

Покажем, что формула центральной разности имеет второй 
порядок точности. Подставим в (4.3) разложения для fi+1 и fi–1  
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Погрешность вычисления производной пропорциональна h2, 
значит формула (4.3) имеет второй порядок аппроксимации. Та-
ким образом, мы подтвердили вывод, который сделан на осно-
вании рис. 4.1. 

Основываясь на понятии конечных разностей, можно полу-
чить формулы для аппроксимации производных высших поряд-
ков. Покажем это на примере формулы для аппроксимации вто-
рой производной: 

( ) ( ) ( )
2

11
11

1'' 2
h

fff
h

h
ff

h
ff

h
ff

xf iii
iiii

ii
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Можно доказать, что эта формула имеет второй порядок точно-
сти (доказать самостоятельно). 

 
Пример 4.1. Вычислить приближенные значения производных от 
функции f(x) = sin(x), заданной на отрезке [0, π/2] c шагом π/6 с 
разным порядком точности. 
Решение. Построим таблицу значений функции и вычислим ее 
производные точно: f′(x) = сos(x) и с использованием формул  
(4.1)–(4.3). Шаг аргумента h = π/6≈0.524, sin(0) = сos(π/2) = 0, 

sin(π/6) = сos(π/3) = 0.5, sin(π/3) = сos(π/6) = 
2
3 ≈0.866,  

sin(π/2) = сos(0) = 1. 
 

x f(x) f′(x) 
точно 

f′+(x) f′_(x) f′±(x) 

0 0 1 0.954 – – 
0.524 0.5 0.866 0.698 0.954 0.827 
1.047 0.866 0.5 0.256 0.698 0.478 
1.571 1 0 – 0.256 – 

 
Анализ результатов, содержащихся в таблице, показывает, что  
формулы «разность назад» и «разность вперед» дают значитель-
ные погрешности в вычислении производных, что можно объяс-
нить довольно грубой сеткой, т.е. большим шагом h. В то же вре-
мя центральная разность, несмотря на грубый шаг, позволяет по-
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лучить значение производной с хорошей точностью. Однако эту 
формулу нельзя применять в крайних точках таблицы.  

Для того чтобы получить формулы численного дифферен-
цирования в любой точке сетки с любым порядком точности ис-
пользуют метод неопределенных коэффициентов. Покажем, как 
работает этот метод на примере вывода формулы для первой 
производной в крайне левой точке таблицы. Представим при-
ближенно в точке х = х0 первую производную таблично задан-
ной функции в виде линейной комбинации ее значений в узлах 

 

( ) 0 1 2
0

f f ff x
h

α + β + γ′ ≈ ,   (4.4) 

 
где α, β, γ − неопределенные коэффициенты, которые выберем 
из условия, чтобы эта формула имела второй порядок аппрок-
симации, т.е. главный член погрешности был равен c⋅ h2.  

Разложим f1, f2 в ряд Тэйлора  
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и подставим эти выражения в формулу (4.4). 
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Приравняв коэффициенты, стоящие перед соответствующими 
степенями h, получим систему линейных уравнений,  

0,
2 1,

2 0,
2

α + β + γ =
β + γ =
β

+ γ =

 

 
из которой найдем искомые коэффициенты:  

2
1,2,

2
3

−=γ=β−=α . 

Подставив коэффициенты в (4.4), получим искомую формулу: 
 

( ) 2 0 1 2
0

3 4 .
2

f f ff x ch
h

− + −′ + ≈                       (4.5) 

Аналогичные выкладки позволяют получить формулу для вы-
числения первой производной в последней, крайне правой точке 
таблицы: 

( )
h

fffchxf NNN
N 2

43 212 −− +−
≈+′ .             (4.6) 

 
Пример 4.2. Вычислить приближенные значения производных от 
функции f(x) = sin(x), заданной на отрезке [0, π/2] c шагом π/6 при 
x = 0 и  x =  π/2 сo вторым порядком точности. 
Решение. Для вычисления производной используем таблицу зна-
чений функции из Примера 4.1. Точные значение производной, 

( ) ( ) 1cos 00 ==′ xxf , ( ) ( ) 0cos ==′ NN xxf . Производная, вычис-
ленная по формуле первого порядка точности дает большую по-
грешность в последней точке. Вычислим производные по форму-
лам (4.5) и (4.6): 
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( ) 034.0
047.1

5.0866.0413
2

43 21 =
+⋅−⋅

=
+−

≈′ −−

h
fffxf NNN

N . 

 
Видно, что формулы второго порядка позволяют достаточно точ-
но вычислить значения первой производной.  
 
 

4.2. Численное интегрирование 

Пусть требуется найти значение определенного интеграла 

( )∫=
b

a
dxxfI  для некоторой функции f(x), заданной на отрезке 

[a, b]. Хорошо известно, что для функций, допускающих на 
промежутке [a, b] конечное число точек разрыва первого рода, 
такое значение существует единственно и может быть формаль-
но получено по определению: 

( )( )1
1

lim −
=

∞→
−ξ= ∑ ii

N

i
in

xxfI ,  (4.7) 

где xi – произвольная упорядоченная система точек отрезка 
[a, b], а ξi – произвольная точка элементарного промежутка  
[xi–1, xi]. 

Из математического анализа известна формула Ньютона–
Лейбница для нахождения определенного интеграла c помощью 
первообразных. Однако первообразную произвольной функции 
найти весьма сложно. Для некоторых элементарных функций 
первообразной вообще не существует. Поэтому строятся фор-
мулы приближенного интегрирования, которые называются 
квадратурными формулами. Простейшие из них выводятся не-
посредственно из определения интеграла, т.е. из представления 
(4.7). Зафиксировав некоторое N ≥ 1, будем иметь 

 

( ) ( )1
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Это приближенное равенство назовем общей формулой прямо-
угольников. Геометрически это означает, что площадь криволи-
нейной трапеции приближенно заменяется площадью ступенча-
той фигуры, составленной из прямоугольников, основаниями 
которым служит [xi–1, xi], а высотами – ординаты ( )if ξ . 

Рассмотрим ряд наиболее употребительных квадратурных 
формул. Условимся в дальнейшем пользоваться равномерным 
разбиением отрезка [a, b] на n частей точками xi с шагом 

N
abh −

= , полагая x0 = a, xi = xi–1 + h, xN = b. При таком разбие-

нии формула (4.8) приобретает вид 

( ) ∈ξξ≈ ∑
=

i

N

i
ifhI ,

1
[xi–1, xi].  (4.9) 

Теперь нужно фиксировать точки iξ  на элементарных от-
резках[xi–1, xi]. Рассмотрим три случая. 

 
 
1) Положим ξi = xi–1. Тогда из (4.9) получаем  

( ) ( )∑∑
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Эта формула называется формулой левых прямоугольников. 
Ее геометрическая интерпретация приведена на рис. 4.2. 
 

a b x  

Рис. 4.2. Геометрическая интерпретация формулы  
левых прямоугольников 
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2) Пусть ξi = xi. Тогда имеем  

( )∑
=

≈
N

i
ixfhI

1
. 

Это формула правых прямоугольников. 

3) Фиксируем ( )1
1
2i i ix x −ξ = + . В результате получим квад-

ратурную формулу средних прямоугольников: 
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Покажем, что эта формула имеет второй порядок точности. 

Рассмотрим сначала вычисление интеграла на отрезке  
[–h/2, h/2]: 
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где f0 = f(0). Пусть  
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Разлагая в ряд Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа, 
имеем 
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2 8 48
h h hF f f f± ±= ± + ± ξ  

где ±ξ  – некоторые точки отрезка [– h/2, h/2], такие, что 
2 2h h− +− < ξ < ξ < . Тогда  

( ) ( )
2 3

''
0

2

, .
24 2

h

h

h hf x dx hf f
−

= + ξ ξ <∫  
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Для всего интервала [a, b] формула имеет вид:  

( ) ( ) ( )2 ''
1 2

0

, .
24

b n

i
ia

b a
f x dx h f h f a b+

=

−
= + ξ < ξ <∑∫  

 
Таким образом, ошибка численного интегрирования по 

формуле средних прямоугольников убывает пропорционально 
квадрату шага h, т.е. формула имеет второй порядок точности. 
Нетрудно убедиться, что погрешность численного интегрирова-
ния по формулам левых и правых прямоугольников убывает 
лишь по линейному закону. 

Подстановка в интеграл ( )∫
b

a
dxxf  вместо функции f(x) ее ин-

терполяционного многочлена Лагранжа той или иной степени 
приводит к семейству квадратурных формул, называемых фор-
мулами Ньютона–Котеса. Однако использование в этих фор-
мулах многочленов высоких порядков может быть оправдано 
только для достаточно гладких подынтегральных функций. Ча-
ще используются квадратурные правила, получающиеся путем 
дробления промежутка интегрирования на большое число мел-
ких частей. Интегрирование на каждой из частей производится с 
помощью однотипных простейших формул невысокого порядка. 
Приведем два таких правила – трапеций и Симпсона. 

Простейшая формула трапеций получается, если на каждом 
отрезке [xi–1, xi] участок кривой (fi–1, fi) интерполировать линей-
ной зависимостью. Эта формула имеет второй порядок точности 
и может быть записана в виде  

 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
≈ ∑∫

−

=

1

1

0
2

N

i
i

N
b

a
fffhdxxf . 

 
Если на каждом отрезке [xi–1, xi, xi+1] участок кривой  

(fi–1, fi, fi+1) интерполировать параболой, то придем к формуле 
Симпсона, имеющей четвертый порядок точности: 

( ) ( )N

b

a
fffffhdxxf +++++≈∫ ...424

3 3210 . 
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Пример 4.3. Вычислить интеграл с помощью метода трапеций и 
Симпсона 

N = 4, ( )∫ +−=
2

1

2 123 dxxxI . 

Решение. Точное решение I = 5 

Вычислим шаг сетки: 25.0
4

12
=

−
=h . Составим таблицу значе-

ний подынтегральной функции в точках сетки: 

x 1 1.25 1.5 1.75 2 
f 2 3.1875 4.75 6.6875 9 

 
Вычисляем приближенное значение интеграла по формуле трапеций: 

031.56875.675.41875.3
2

92250 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

+
⋅≈ .Itr . 

Вычисляем приближенное значение интеграла по методу Симпсона: 

( ) .596875.6475.421875.342
3
250

=+⋅+⋅+⋅+⋅≈
.I sim  

Значение, полученное по методу Симпсона, совпадает с точным, 
так как подынтегральная функция – парабола.  

Пример 4.4. Вычислить интеграл от таблично заданной функции 
с помощью метода трапеций. 
 

x 0 0.2 0.3 0.5 0.7 0.9 1 
f 0.3 0.7 0.5 0.6 0.4 0.2 0 

Решение: В данном случае шаг не постоянный, поэтому для при-
ближенного вычисления интеграла необходимо рассчитать пло-
щади трапеций на каждом локальном интервале, а затем просум-
мировать их. 

 
0.3 0.7 0.7 0.5 0.5 0.60.2 0.1 0.2

2 2 2
0.6 0.4 0.4 0.2 0.2 00.2 0.2 0.1 0.44

2 2 2

trI + + +
≈ + + +

+ + +
+ + + =
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СПИСОК ВОПРОСОВ И ЗАДАЧ ПО ТЕМЕ 

1. Постановка задачи о численном дифференцировании. 
Конечные разности. Формулы разностного дифференци-
рования.  

2. Понятие порядка аппроксимации. Аппроксимация пер-
вой и второй производной. 

3. Исследование порядка аппроксимации формул разност-
ного диференцирования для первой и второй производ-
ной. 

4. Метод неопределенных коэффициентов для получения 
разностных соотношений второго порядка точности для 
первой производной в граничных точках.  

5. Задана функция f(x) и отрезок [a, b]. Построить равно-
мерную сетку a = x0 <  x1 <  x2 < ... <  xn = b и вычислить 
значения функции в этих узлах:  f0, f1, f2 ,..., fn. Вычислить 
приближенное значение первой производной функции во 
всех точках сетки. Для вычисления производных исполь-
зовать три вида конечных разностей: вперед, назад и 
центральные. На границе для получения формулы второ-
го порядка аппроксимации воспользоваться методом не-
определенных коэффициентов. Сравнить приближенные 
значения с точными, выяснить характер поведения по-
грешности при измельчении сетки.  

6. Постановка задачи численного интегрирования. Форму-
лы левых, правых прямоугольников. Формула средних. 
Геометрический смысл. Оценка погрешностей методов. 

7. Формула трапеций для численного интегрирования для. 
Формула парабол (Сипмсона) численного интегрирова-
ния.  

8. Приближенного вычислить интеграл от заданной функ-
ции f(x) на отрезке [a, b] методом трапеций (прямоуголь-
ников, Симпсона). Сравнить точное и приближенное 
решение. Выяснить закон убывания погрешности при 
увеличении количества узлов сетки.  
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5. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
5.1. Численные методы решения задачи Коши 

Решение обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ) занимает важное место среди прикладных задач механи-
ки, физики, химии и техники. ОДУ описывают движение систе-
мы взаимодействующих материальных точек, химической кине-
тики, электрических цепей, моделируют статический прогиб уп-
ругого стержня (сопротивление материалов) и многие другие 
процессы. Ряд важных задач для уравнений в частных произ-
водных также сводится к задачам для ОДУ. Так бывает, если 
многомерная задача допускает разделение переменных, напри-
мер, задачи на нахождение собственных колебаний упругих ба-
лок и мембран простейшей формы. 

Рассмотрим ОДУ первого порядка, записанное в общем виде: 

( )yxf
dx
dy ,= .   (5.1) 

Здесь y = y(x) – неизвестная функция, x – независимая пере-
менная, f(x, y) – заданная функция правой части уравнения. 

Известно, что общее решение (5.1) содержит произвольную 
константу С, т.е. является однопараметрическим семейством 
интегральных кривых  

( ) ( ) Cdxyxfxy += ∫ , .     (5.2) 

Для выбора конкретной интегральной кривой следует опре-
делить значение константы С, для чего достаточно задать при 
каком-либо значении x = x0 значение y = y0. Поэтому задача Ко-
ши, или задача с начальными данными, позволяющая получить 
единственное решение уравнения (5.1), формулируется так: най-
ти y(x) – решение уравнения (5.1) с начальным условием y = y0 
при x = x0.  

Несмотря на внешнюю простоту уравнения (5.1) решить его 
аналитически, т.е. найти общее решение ( )Cxyy ,=  с тем, что-
бы затем выделить из него интегральную кривую ( )xyy = , про-
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ходящую через точку ( )00, yx , удается лишь для некоторых спе-
циальных типов уравнений. Поэтому большое значение приоб-
ретают приближенные способы решения начальных задач ОДУ.  

При нахождении приближенного решении (5.1) будем счи-
тать, что вычисления проводятся с расчетным шагом 

M
xxh M 0−

= , расчетными узлами служат точки 

( )Miihxxi ,...,1,0,0 =+=  промежутка [x0, xM]. Целью является 
построение таблицы 

xi x0 x1 … xM 
yi y0 y1 … yM 

 
Решение задача Коши для (5.1) на интервале ( )1, +ii xx  может 

быть записано в виде, аналогичном (5.2): 

( )( )∫
+

=−+
1

,1
i

i

x

x
ii dyfyy ξξξ .  (5.3) 

Эту формулу можно считать базовой для построения боль-
шинства приближенных методов решения задачи Коши для 
уравнения (5.1). 

Вполне естественным (но не единственным) путем получе-
ния численного решения (5.3) является замена в нем интеграла 
какой-либо квадратурной формулой численного интегрирова-
ния. Если воспользоваться простейшей формулой левых прямо-
угольников первого порядка 

( )( ) ( )ii

x

x
yxhfdyf

i

i

,,
1

≈∫
+

ξξξ , 

то получим явную формулу Эйлера: 
( )iiii yxhfyy ,1 +=+ , 1...,,1,0 −= Mi . (5.4) 

Эту формулу также можно получить из геометрических со-
ображений (рис. 5.1). Пользуясь тем, что в точке x0 известно ре-
шение y(x0) = y0 и значение его производной ( ) ( )000 ,' yxfxy = , 
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можно записать уравнение касательной к графику искомой 
функции ( )xyy =  в точке ( )00 , yx : 

( )( )0000 , xxyxfyy −+= .       (5.5) 
При достаточно малом шаге h ордината ( )0001 , yxhfyy +=  

этой касательной, полученная подстановкой в правую часть 
(5.5) значения hxx += 01 , должна мало отличаться от ординаты 
y(x1) решения y(x) задачи Коши для (5.1). Следовательно, точка 
( )11; yx  пересечения касательной (5.5) прямой x = x1 может быть 
приближенно принята за новую начальную точку. Через эту 
точку снова проведем прямую  

( )( )1111 , xxyxfyy −+= ,       (5.6) 
которая приближенно отражает поведение касательной к 

( )xyy =  в точке ( )( )11; xyx . Подставляя сюда hxx += 12  (т.е. 
пересекая прямую (5.6) с прямой x = x2), получим приближенное 
значение y(x) в точке x2: 

( )1112 , yxhfyy +=  
и т.д. В итоге для i-й точки получим формулу Эйлера (5.4). 
 

x1x0 x2

y(x1)
y1

y = y(x)

y0
hh h

x

( ) ( )000 ' xxxyyy −+=

 
 

Рис. 5.1 Геометрическая интерпретация метода Эйлера 

Рассмотрим некоторые модификации метода Эйлера, полу-
чаемые применением к интегральному равенству (5.3) других 
простейших квадратурных формул. 
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Так, если в (5.3) использовать формулу правых прямо-

угольников: ( )( ) ( )11,,
1

++≈∫
+

ii

x

x
yxhfdyf

i

i

ξξξ ,  то придем к методу 

( )111 , +++ += iiii yxhfyy , 1...,,1,0 −= Mi .  (5.7) 
Этот метод называют неявным методом Эйлера, поскольку для 
вычисления неизвестного значения ( )11 ++ ≈ ii xyy  по известному 
значению ( )ii xyy ≈  требуется решать уравнение (5.7), в общем 
случае нелинейное. 

Если заменить интеграл по формуле трапеций (второй по-
рядок точности)  

( )( ) ( ) ( )[ ]11,,
2

,
1

+++≈∫
+

iiii

x

x
yxfyxfhdyf

i

i

ξξξ , 

то получим также неявный метод второго порядка 

( ) ( )[ ]111 ,,
2 +++ ++= iiiiii yxfyxfhyy , 1...,,1,0 −= Mi ,    (5.8) 

который называется неявным методом трапеций.  
При малых h нелинейное уравнение (5.8) можно решать ме-

тодом простых итераций. Задав некоторое начальное приближе-
ние 1

~
+iy , решение 1+iy  можно уточнить, выполнив несколько 

итераций по формуле (5.8). Оказывается, что если 1
~

+iy  вычисля-
ется по явной формуле Эйлера ( )iiii y,xhfyy~ +=+1 , а 1+iy  вычис-
ляется по формуле  

( ) ( )[ ]111
~,,

2 +++ ++= iiiiii yxfyxfhyy , 1...,,1,0 −= Mi ,  

то дальнейшие итерации не приводят к увеличению порядка 
точности по h. Полученная пара формул называется формулой 
Эйлера с пересчетом и имеет второй порядок точности.  

Если воспользоваться для приближенного вычисления ин-
теграла в (5.3) формулой прямоугольников второго порядка 
точности  
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( ) ( )( )2/,2/,
1

hxyhxfhdxyxf ii

x

x

i

i

++=∫
+

, 

а решение на полушаге в точке ( )2/hxy i +  вычислить по явной 
формуле Эйлера, то получим формулу метода предиктор-
корректор: 

( )iiii yxfhyy ,
221 +=+ , 

( )21211 , +++ += iiii yxfhyy , 1...,,1,0 −= Mi  
где 2/21 hxx ii +=+ , ( )2/21 hxyy ii +=+ . 

Данная формула и формула метода Эйлера с пересчетом яв-
ляется частным случаем методов Рунге–Кутты.  

 
5.2. Методы Рунге–Кутты 

Идея построения явных методов Рунге–Кутты p–го порядка 
заключается в получении приближений к значениям y(xi+1) по 
формуле вида 

∑
=

+ +=
q

n
nnii kchyy

1
1  ,  (5.9) 

где 
( )ii yxfk ,1 =  

( )2 2 21 1,i ik f x h y k h= + α + β  

( )3 3 31 1 32 2,i ik f x h y k h k h= + α + β + β  
……………………………………………. 

( )1 1 , 1 1, ... ,q i q i q q q qk f x h y k h k h− −= + α + β + + β  

или 
1

1
, .

n

n i n i nj j
j

k f x h y k h
−

=

⎛ ⎞
= + α + β⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   (5.10) 

Здесь αn, βnj, cn, qnj ≤<<0 – некоторые фиксированные числа 
(параметры). Каждое вычисление коэффициентов kn через функ-
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цию правой части уравнения (5.1) называется этапом (или ста-
дией), а соответствующие методы q-стадийными.  

При построении методов Рунге–Кутты параметры αn, βnj, cn 
подбирают так, чтобы разложение формулы метода (5.10) мак-
симальным образом совпадало с разложением точного решения:  

( ) ( )
1

1
.

!

kk
i

i i i k
k

d y xhy y x h y
k dx

∞

+
=

= + = + ⋅∑   (5.11) 

Покажем суть выбора параметров на примере двухстадий-
ного метода. Согласно (5.1) имеем 

( ) f
y
f

x
fyyxfy

∂
∂

+
∂
∂

=′′=′ ,, , 

а выражение (5.10) для двухстадийного метода имеет вид  

( )
2

1 , .
2i i i i
h f fy y hf x y f

x y+

⎛ ⎞∂ ∂
= + + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

Раскладывая выражение для k2 в ряд  

1 1 2 2 21 ...i i i i
f fy y p hf p h f h h f
x y+

⎛ ⎞∂ ∂
= + + + α + β +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

и приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях h, 
добиваемся того, что метод имеет второй порядок точности 

01 21 =−− cc , 021 22 =− αc , 021 212 =− βc .  (5.12) 
Полученная система содержит три уравнения относительно 

четырех параметров метода. Это говорит о наличии одного сво-
бодного параметра. Положим c2 = a (≠ 0).Тогда из (5.12) имеем: 

1 2 21
1 11 , , .

2 2
c a

a a
= − α = β =  

В результате подстановки этих значений параметров в фор-
мулу (5.11) приходим к однопараметрическому семейству мето-
дов Рунге–Кутты второго порядка 

( )

( )

1 1

1

2

1 2

, , ,
2 2

1 .

i i i
i i i i

i i
i i

h hk f x y k f x y k
a a

y y h a k ak+

⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦
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Выделим из семейства методов (5.9) два наиболее простых 

и естественных частных случая. При 
2
1

=a  получаем формулы 

( ) ( )1

1

2 1

1 2

, , ,

, 0, 1, 2,...,
2

i i i
i i i i

i i
i i

k f x y k f x h y hk

hy y k k i M+

= = + +

⎡ ⎤= + + =⎣ ⎦
,             (5.13) 

 
в которых узнаем метод Эйлера с пересчетом, полученный ранее 
из других соображений с помощью интегрирования по методу 
трапеций. При a = 1 выводим новый простой метод  

( )
1 2 1

1 2

, , ,
2 2

, 0 1 2,...,

i i i
i i i i

i
i i

h hk f x y k f x y k

y y hk i , , M+

⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + =

, 

 
который соответствует методу предиктор-корректор. 

Таким образом, любой метод из семейства методов Рунге–
Кутты второго порядка реализуется по следующей схеме. На 
каждом шаге, т.е. при каждом i = 1, 2 ,… вычисляют значения 

ii kk 2,
1

, а затем находят шаговую поправку  

( )[ ]ii
i akkahy 21

1 +−=Δ , 
прибавление которой к результату предыдущего шага дает при-
ближенное значение решения y(x) в точке: iii yyy Δ+=+1 . Как 
уже отмечалось выше, метод такой структуры называется двух-
стадийным (или двухэтапным), по количеству вычислений зна-
чений функции f – правой части уравнения (5.1) – на каждом 
шаге. 

По аналогии с предыдущими методами в соответствии с 
(5.9) конструируются методы Рунге–Кутты произвольного p-го 
порядка точности. Наиболее употребительными частными слу-
чаями семейства методов (5.9) являются методы Рунге–Кутты 
третьего и четвертого порядка точности (т.е. трех- и четырех-
этапные): 
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а) трехэтапный метод Рунге–Кутты (вариант 1) 
( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 3 1 2

1 1 2 3

2 2 2

4 , 0, 1, 2,...,
6

i i i i i i

i i

k = f x , y , k = f x +h/ , y +hk / , k f x +h, y hk + hk
hy y k k k  i M+

= −

= + + + =
 

 
б) трехэтапный метод Рунге–Кутты (вариант 2) 

( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 3 2

1 1 3

3 3 2 3 2 3

3 , 0, 1, 2,...,
4

i i i i i i

i i

k = f x , y , k = f x +h/ , y +hk / , k f x + h , y hk
hy y k k  i M+

= +

= + + =

 
в) четырехэтапный метод Рунге–Кутты (вариант 1) 

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2 1 3 2

4 3

1 1 2 3 4

2 2 2 2

2 2 , 0, 1, 2,...,
6

i i i i x i

i i

i i

k = f x , y , k = f x +h/ , y +hk / , k f x +h/ , y +hk /

k f x +h, y +hk , 
hy y k k k k  i M+

=

=

= + + + + =

 
г) четырехэтапный метод Рунге–Кутты (вариант 2) 

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2 1 3 2

4 1 2 3

1 1 3 4

4 4 2 2

2 2

4 , 0, 1, 2,...,
6

i i i i i i

i i

i i

k = f x , y , k = f x +h/ , y +hk / , k f x +h/ , y +hk /

k f (x + h, y +hk hk + hk , 
hy y k k k  i M+

=

= −

= + + + =

 
Не пытаясь воспроизвести выкладки, приводящие от общей 

записи семейства (5.9) при р = 4 к конкретному методу, дадим 
геометрическое толкование первого варианта четырехэтапного 
метода (рис. 5.2). Обратим внимание на то, что шаговая поправ-
ка iyΔ  есть средневзвешенная величина поправок 4321 ,,, kkkk  

каждого этапа с весовыми коэффициентами 
6
1,

6
2,

6
2,

6
1  соот-

ветственно. Проанализируем, как получаются эти поправки эта-
пов. На первом этапе создается приращение 
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( ) ( ) ( )1
1 i i ihk = hf x , y hy x= , соответствующее шаговой поправке 

Эйлера. На рис 5.2 ему соответствует отрезок ВС вертикали 
1+= ixx  (точка В получена ортогональным проектированием 

точки А на эту вертикаль). Так как точка М, благодаря свойству 
средней линии треугольника (см. ΔABC), имеет ординату 

12
khyi + , то k2 определяет значение f(M), служащее (согласно 

связи y' = f(x, y) и геометрическому смыслу производной) тан-
генсом угла А в новом треугольнике с противолежащем этому 
углу катетом = BDhk2 .  

 

A

C

G

E

D

B

M

Δyi

xi xi+h/2 xi+h = xi x

N

H hk1
hk3

hk4
hk2

 

Рис. 5.2. Геометрическая интерпретация  
четырехэтапного метода Рунге–Кутты 

 

Аналогично, подсчитав ( ) 322
, kkhyhxfNf ii =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= , на вер-

тикали x = xi+1, откладываем следующую промежуточную (этап-
ную) поправку = BEhk3 . Вычислив величину 

( ) ( )3, hkyhxfEf ii ++= , являющуюся значением тангенса угла 
А во вновь получаемом ΔABG, имеем поправку = BGhk4  по-
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следнего этапа. Итоговая шаговая поправка = BHyiΔ  есть ре-
зультат осреднения с указанными коэффициентами четырех 
этапных поправок – длин отрезков ВС, ВD, ВЕ и ВG. Точка Н 
будет стартовой для следующего, i+1-го шага метода (5.8). 

Заметим, что если первый этап, как уже упоминалось, соот-
ветствует применению явного метода Эйлера, то четвертый – 
неявного, а второй и третий – уточненного методов Эйлера. По-
следний имеет более высокий порядок точности, отсюда и 
больший вес отвечающих ему значений этапных поправок. 

 
 

5.3. Методы Адамса 

Этот подход предлагает для построения решения в точке 
xi+1 использование информации в ранее полученных точках xi,  
xi–1, … Так по двум предыдущим точкам xi и xi–1 построим ин-
терполяционный полином первой степени для функции f(x, y)  

( ) 1
11

1, +
−−

−
−

−
+

−
−

≈ i
ii

i
i

ii

i f
xx

xxf
xx
xxyxf  

и подставим его в формулу (5.3). Заметим, что полином исполь-
зуется вне промежутка интерполирования, т.е. проводится экст-
раполяция. После интегрирования получаем следующий чис-
ленный метод: 

( )11 3
2 −+ −+= iiii ffhyy .  (5.14) 

Использование трех точек xi, xi–1, xi–2 и полинома второй степени 
приведет к формуле 

( )211 51623
12 −−+ +−+= iiiii fffhyy ,  (5.15) 

а для четырех точек схема метода приобретает вид 

( )3211 9375955
24 −−−+ −+−+= iiiiii ffffhyy .   (5.16) 

Все эти методы получили название методов Адамса. Мето-
ды (5.14)–(5.16) являются явными методами и имеют второй, 
третий и четвертый порядок точности соответственно. Если в 



 84

состав точек, по которым строится интерполяционный полином 
включить точку xn+1, то возникают неявные методы Адамса. Для 
двух точек получается метод трапеций (5.7), а для трех и четы-
рех точек – следующие два метода третьего и четвертого поряд-
ка точности: 

( )111 85
12 −++ −++= iiiii fffhyy  

( )2111 5199
24 −−++ +−++= iiiiii ffffhyy  

Достоинством явных методов Адамса является тот факт, 
что все они, независимо от своей точности, требуют лишь одно-
кратного вычисления функции f(x, y) на одном шаге. Остальные 
значения производной решения берутся с предыдущих шагов. 
Вместе с тем методы Адамса не являются самостартующими, 
т.е. они требуют для начала интегрирования специальных стар-
товых алгоритмов для расчета дополнительных начальных ус-
ловий. В качестве этих начальных условий может быть исполь-
зован любой другой метод, например метод Рунге–Кутты.  

Специфический способ представляют стартовые алгоритмы 
Ракитского, имеющие асимптотический характер. В частности, 
для приведенного выше метода Адамса (вплоть до четвертой 
степени) достаточно вычислить начальные точки по формуле: 

3,2,1,00 =−=− kkhfyy k ; 
причем уже после нескольких первых шагов обеспечивается 
точность, адекватная степени выбранного метода.  

Теперь обратимся к анализу погрешности численных мето-
дов и начнем с самого простого – явного метода Эйлера. Для ча-
стного случая, когда функция f(x, y) не зависит от y, метод пол-
ностью совпадает с квадратурной формулой левых прямоуголь-
ников  

( ) ∑
=

+ +=+=
i

j
jiii fhyxhfyy

0
01   (5.17) 

и общая погрешность в точке xi является суммой погрешностей, 
допущенных на каждом отдельном шаге. 
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Иная ситуация складывается, когда f(x, y) зависит от y. 
Только погрешность первого шага может быть вычислена ана-
логично (5.17). Уже на втором шаге эта погрешность сложным 
образом зависит от погрешности первого шага. В общем случае 
на i-м шаге погрешность зависит от всех погрешностей, допу-
щенных на предыдущих шагах. Разностное уравнение метода 
может оказаться неустойчивым (см. следующий раздел), и тогда 
происходит неприемлемый рост погрешности. 

Устойчивость разностной схемы связана с выбранным ме-
тодом, шагом интегрирования и видим функции f(x, y). Важно 
так выбрать сам метод и шаг для него, чтобы погрешность при-
ближенного решения была приемлемой. В соответствии со ска-
занным вводится погрешность двух видов: 

• локальная погрешность – погрешность допущенная на 
одном шаге при условии, что решение во всех предыду-
щих точках вычислено точно; 

• глобальная погрешность – разность между приближен-
ным и точным решением на i-м шаге. 

Именно глобальная погрешность является истиной погреш-
ностью. Так как оценка глобальной погрешности затруднена, 
оценивают локальную погрешность на каждом шаге. Однако 
малая величина локальной погрешности не гарантирует малости 
глобальной погрешности. Для того чтобы глобальная погреш-
ность была не слишком велика, необходимо обеспечить устой-
чивость метода. Порядок точности метода является характери-
стикой локальной погрешности.  

 
 

5.4. Жесткие ОДУ 

До сих пор мы имели дело с ОДУ, которые надежно реша-
лись явными численными методами Рунге–Кутты и Адамса. 
Однако имеется класс так называемых жестких (stiff) систем 
ОДУ, для которых явные методы практически не применимы, 
поскольку их решение требует исключительно малого значения 
шага численного метода. Рассмотрим пример такой жесткой за-
дачи. 



 86

Пример 5.1. Пусть задана задача Коши 
 y' = –100y + 100, y(0) = 2.  (5.18) 

Точным решением задачи (5.18) является функция y = 1+e–100x, 
имеющая очень большой градиент вблизи точки x = 0. Действи-
тельно, y = 2 при x = 0 (в силу начальных данных), однако уже при 
малых положительных значениях x решение близко к своему асим-
птотическому значению y = 1.  

Получим численное решение этой задачи методом Эйлера (5.4) с 
шагом h = 0.02. Расчетная формула метода Эйлера в этом случае имеет 
вид: 

( ) 2,1,...,1,0,21001001 01 =−=−=+−=+ yniyhyhy iii . 
Решение будет представлять собой последовательность 

( ) ( ) ( ) ( ) ...,006.0,204.0,002.0,20 3210 =≈=≈=≈== yyyyyyyy  
Видно, что при h = 0.02 приближенное решение не соответствует 
точному. При h = 0.01 первая же вычисленная точка y1 = 1 попадает 
на асимптоту решения, и последующие вычисления не изменяют 
значения приближенного решения. Существенно более мелкий шаг, 
например h = 0.001, позволит получить вполне удовлетворительное 
соответствие между приближенным и точным решением. Однако 
вычисления с таким мелким шагом потребуют больших вычисли-
тельных затрат.  

( ) ( ) ( ) ...,81.1002.0,9.1001.0,20 210 =≈=≈== yyyyyy  
Воспользуемся неявным методом Эйлера для получения прибли-
женного решения исходной задачи Коши. Вычисления будут про-
водиться по формуле  

2,1,...,1,0,
1001

100
01 =−=

+
+

=+ yni
h
yhy i

i  

с шагом h = 0.1. Получим последовательность приближенных ре-
шений 

( ) ( ) ( ) ( ) ...,0007.13.0,008.12.0,091.11.0,20 3210 =≈=≈=≈== yyyyyyyy
. 

Даже при очень крупном шаге h = 0.99 приближенное решение, по-
лученное неявным методом Эйлера, получается качественно пра-
вильным.  

0 1 22, 1.01, 1.0001, ...y y y= = =  
Данный пример показывает, что получить приближенное решение 
данной задачи гораздо рациональнее с помощью неявного метода Эй-
лера. 
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В приведенном выше примере коэффициенты уравнения 
различаются на порядки, причем коэффициент при старшей 
производной меньше остальных. Рассмотрим уравнение  

0, 0, 1, 0, (0) .dy y x y y
dx

= α α < α >> ≥ =       (5.19) 

Его точное решение xeyy α
0= . Поскольку при α < 0 точное ре-

шение является убывающим, для численного решения должна 
выполняться цепочка неравенств  

1 1 0... ,i i iy y y y+ −≤ ≤ ≤ ≤  
известных из теории разностных схем как принцип максимума. 
Методы, решения которых удовлетворяют этим условиям, назы-
ваются А-устойчивыми методами.  

Запишем для уравнения (5.19) явный метод Эйлера и двух-
этапный метод Рунге–Кутты. 

( )1 11i i i i iy y h y h y y+ = + α = + α = λ  

( ) ( )2 2
1 22 1 2 .i i i i i iy y h y y h h h y y+ = + α + α = + α + α = λ  

Используя эти формулы, можно выразить последовательно каж-
дое yi через предыдущее, тогда  

1
1 0 , 0, 1, 2, ... , 1, 2

k

i
iy y i k+
+ = λ = = . 

Для выполнения принципа максимума 0
1

1 yy i
i k

+
+ ≤ λ  необходимо 

и достаточно, чтобы выполнялось условие 0 1.k≤ λ ≤  Отсюда 
сразу следуют ограничения на шаги интегрирования для явных 
методов. Например, для явного метода Эйлера 1 ,h ≤ α  для 

двухэтапного метода Рунге–Кутты 2 .h ≤ α  
Рассмотрим теперь простейший неявный метод Эйлера для 

решения уравнения (5.19): 
( )1 1 1 .i i i i iy y h y y h y+ += + α = − α = λ  

Можно видеть, что условие 0 1≤ λ ≤  выполняется для любых α, 
следовательно, имеет место принцип максимума, т.е. неявный 
метод Эйлера не имеет ограничения по α на шаг интегрирова-
ния и является A-устойчивым.  
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Аналогично может быть записан неявный метод Эйлера для 
системы жестких ОДУ. 

 
 

5.5. Численное решение систем ОДУ 

Система ОДУ в общем виде может быть записана следую-
щим образом: 

( )1 2, , ,..., , 1, 2,...,j
j n

dy
f x y y y j n

dx
= = ,      (5.20) 

которую можно представить в векторном виде: 

( )yxf
dx
yd ,= . 

Задача Коши для системы ОДУ формулируется так: найти 
решение системы ОДУ (5.20) с начальными условиями 

( ) 0
0 jj yxy =  при 0xx = . К решению задачи Коши для системы 

ОДУ сводится также задача Коши для ОДУ высших порядков 
( )

( ) ( ) ( )( )1 2 1, , ,..., n

nd y f x y y y
dx

−=  

( )0 0y x = ϕ , ( ) ( )1
0 1y x = ϕ , …, ( ) ( )1

0 1
n

ny x−
−= ϕ  

 
путем замены переменных ( ) ( )( )xyxz k

k = , k = 1, 2, …, n–1. 
Для решения систем ОДУ полностью применимы все рас-

смотренные выше методы, так как они легко обобщаются на 
случай векторных величин. Рассмотрим это на примере ОДУ 
второго порядка  

 
],[),()()( baxxryxqyxpy ∈=+′+′′ , 

 
где y(x) – искомое решение, p(x), q(x), r(x) – заданные функции 
коэффициентов. Пусть для этого уравнения поставлены началь-
ные данные  

.)(,)( 00 zayyay =′=  
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С помощью замены: z(x) = y′(x), z′(x) = y′′(x) уравнение сводится 
к системе двух ОДУ первого порядка:  

0 0( , , )
, [ , ]; ( ) , ( )

( , , )
y f x y z

x a b y a y z a z
z g x y z

′ =⎧
∈ = =⎨ ′ =⎩

. 

где y(x), z(x) – искомые функции; f(x,y,z) ≡ z, g(x,y,z) ≡ r(x)–p(x)z– 
– q(x)y – функции правых частей; u0, v 0– начальные данные.  
Метод Эйлера легко обобщается на эту систему: 

).,,(

),,,(

1

1

iii
ii

iii
ii

zyxg
h

zz

zyxf
h

yy

=
−

=
−

+

+

 

Здесь yi, zi – массивы приближенных решений, i = 1, 2, ..., M.  
Решение находим по явным формулам:  

y0  = y0, z0  = z0, yi+1 = yi + h f(xi , yi ,zi), zi+1 = zi+h g(xi, yi, zi). 
 i = 1, 2, ..., M. 

На примере метода Рунге–Кутты второго порядка покажем 
обобщение на систему ОДУ:  

 

1 1

2 1 1 2 1 1

1 2 1 2
1 1

( , , ), ( , , ),
( , , ), ( , , ),

, .
2 2

i i i i i i

i i i i i i

i i i i

k f x y z l g x y z
k f x h y hk z hl l g x h y hk z hl

k k l ly y h z z h+ +

= =
= + + + = + + +

+ +
= + = +

 

Пример 5.2. Методом Эйлера решить задачу Коши для ОДУ вто-
рого порядка  

5.0)5.0(',1)5.0(,5.123 ===−′+′′ yyyyxy  
на отрезке [0.5, 1] с шагом h = 0.1. 
Решение. Заменой переменных zy ='  сводим ОДУ второго по-
рядка к системе двух ОДУ первого порядка заменой переменных 

zy =' , тогда 
.5.0)5.0(,1)5.0(,5.123' ==++−= zyyxzz  

Решаем эту систему методом Эйлера: 
( )
( ) ( ) 775.05.1125.06.031.05.0,,

1.055.01.01,,

00001

00001

=+⋅+⋅⋅−⋅+=+=
=⋅+=+=

zyxhgzz
zyxhfyy  



 90

( ) 996.05.105.12775.01.031.0775.0
1.128775.01.005.1

2

2

=+⋅+⋅⋅−⋅+=
=⋅+=

z
y

( ) 162.15.1128.12996.01.031.0996.0
1.227996.01.0128.1

3

3

=+⋅+⋅⋅−⋅+=
=⋅+=

z
y

( ) 278.15.1227.12162.11.031.0162.1
1.343162.11.0227.1

4

4

=+⋅+⋅⋅−⋅+=
=⋅+=

z
y

( ) 352.15.1343.12278.11.031.0278.1
1.471278.11.0343.1

5

5

=+⋅+⋅⋅−⋅+=
=⋅+=

z
y

 

Ответы сведем в таблицу: 
 

i 0 1 2 3 4 5 
x 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 
y 1 1.05 1.128 1.227 1.343 1.471

z = y' 0.5 0.775 0.996 1.162 1.278 1.352
 
 

5.6. Краевая задача для ОДУ второго порядка  

Дано дифференциального уравнения второго порядка  
( ) ( ) ( ), [ , ],y p x y q x y r x x a b′′ ′+ + = ∈  (5.21) 

Здесь −)x(r),x(g),x(p заданные функции коэффициентов и 
правой части. Уравнение можно свести к системе двух ОДУ 
первого порядка: 
 

( , , )
( , , ) ( ) ( ) ( )

y f x y z z
z g x y z p x z q x y r x

′ = ≡⎧
⎨ ′ = ≡ − − −⎩

.        (5.22) 

 
Для определения единственного решения необходимо задать два 
дополнительных условия на искомую функцию y(x). Если оба 
условия заданы в одной точке x = x0, то мы имеем задачу Коши 
для системы (5.22), которая может быть решена методами, опи-
санными в предыдущем разделе.  

Допустим теперь, что два дополнительных условия постав-
лены на разных концах отрезка: x = a и x = b:  
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⎩
⎨
⎧

=′+
=′+
Bbylbyl

Aaykayk
)()(

)()(

21

21 ,                            (5.23) 

где A, B, k1, k2, l1, l2 – заданные константы. Задача (5.21), (5.23) 
называется краевой. Найти точное решение краевой задачи уда-
ется редко. Для приближенного решения краевой задачи ис-
пользуют метод стрельбы и конечно-разностный метод. 
 
Конечно-разностный метод 

Введем на отрезке [a, b] разностную сетку (x0, x1, x2, ..., xM), 
xi = a+h i, i = 0, 1,..., M, h = (b – a)/M, M – число точек разност-
ной сетки (параметр задачи).  

Вместо точного решения y(x) будем отыскивать прибли-
женное решение в узлах разностной сетки: yi = y(xi). Используя 
формулы приближенного дифференцирования:  

,
2

)(,2)( 11
2

11
h

yyxy
h

yyyxy ii
i

iii
i

−+−+ −
≈′+−

≈′′  

заменим исходное уравнение и краевые условия разностной 
схемой:  

.

,

,,...,1),()(
2

)(2

1
21

01
201

11
2

11

B
h
yylyl
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h

yykyk

Mixryxq
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h
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ii

i
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+

=
−

+
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−
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В итоге получили следующую систему M+1 линейных алгеб-
раических уравнений на вектор неизвестных (y0, y1, y2, ..., yM): 

–С0y0
 +B0 y1  = F0 

Ai yi–1 – Ciyi + Biyi+1 =  Fi, i = 1, 2,..., M – 1 
AMyM–1 – CM yM = FM 

где Ci = 2–q(xi)h2, Ai =  1–p(xi) h/ 2,  Bi = 1+p(xi) h/ 2, Fi = h2r(xi),  
C0  = k2– hk1, B0 =  k2, F0 = A h,  CM  = l2+ hl1, AM =  l2, FM = –B h.  
 
Выпишем матрицу системы: 
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MM
MMM
CA....

BCA...
..................

...BCA

...BCA

...BC

−
−

−
−

−

−−−
000

00

00
00
000

111

222
111

00

.          (5.24) 

 
Поскольку матрица имеет трехдиагональный вид, то система 
решается методом прогонки, описанным в п. 2.1.  

Метод прогонки является точным методом решения СЛАУ, 
следовательно, погрешность в приближенное решение была 
внесена на этапе замены исходных уравнений и краевых усло-
вий конечно-разностными соотношениями. Оценку погрешно-
сти метода можно провести, если вспомнить, что используемые 
формулы приближенного дифференцирования (центральная 
разность для первой производной и симметричная аппроксима-
ция для второй производной) имеют второй порядок точности.  
В то же время при замене краевых условий (5.23) на разностные 
соотношения в приближенное решение вносится погрешность 
порядка h (именно такую погрешность имеют формулы разность 
«вперед» и разность «назад»). Следовательно, суммарная по-
грешность аппроксимации уравнения и краевых условий будет 
пропорциональна h. Однако в тех случаях, когда в краевые ус-
ловия не входит производная, т.е. k2 = 0, l2 = 0, то краевые усло-
вия для приближенного решения выполняются точно, и тогда  
метод имеет погрешность порядка h2. 

Далее (п. 5.8) приведена программа на языке Pascal для ре-
шения тестовой задачи 

.10)1(,1)0(],1,0[,0)(cos)tg( 2 ==∈=+′+′′ xyxyxuxy  (5.25) 
Для задачи известно точное решение: 
 

y(x) = cos(sin(x)) + C1 sin(sin(x)), C1
 = (10 – cos(sin(1)))/sin(sin(1)).  (5.26) 

 
Решение тестовой задачи позволит нам на практике определить 
точность рассмотренной разностной схемы.  
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Метод стрельбы  
Этот метод основан на сведении краевой задачи к задаче 

Коши для системы (5.22). Пусть краевые условия имеют вид: 
u(a) = u0, u(b) = u1. 

Для того чтобы свести исходную краевую задачу к задаче 
Коши, необходимо в точке t = a задать дополнительное краевое 
условие u′(a) = v0. Величина v0 имеет геометрический смысл тан-
генса α – угла наклона касательной к решению в начальной точ-
ке. Графическая иллюстрация метода стрельбы приведена на 
рис. 5.3. 

 

x

u

a b

u(t,α1) 

u0

B1

u(t,α2)

u(t,α)

α2

α1

α

B2 

u1

 
 

Рис. 5.3. Иллюстрация метода стрельбы 

Задачу Коши для системы (5.22) может быть решена, на-
пример, методом Рунге–Кутты. Поскольку решение задачи Ко-
ши зависит от выбора α, можно записать: u = u(t,α). Требуется 
подобрать значение α, обеспечивающее «попадание», т.е. вы-
полнение условия u(t,α) = u1. Понятно, что при произвольном вы-
боре α полученное решение может не удовлетворять краевому 
условию на правом конце отрезка t = b. Может быть получено, 
что u(t,α1)⏐t = b = B1 > u1 («перелет») или u(t,α1)⏐t = b = B2 < u1 
(«недолет») (рис. 5.3).  

Задачу подбора нужного угла α можно рассматривать как 
решение нелинейного алгебраического уравнения u(t,α)⏐t = b = u1. 
Уравнение можно приближенно решить с помощью методов, 
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изучаемых в разделе 1 (методом дихотомии, хорд и т.д.). Осо-
бенностью решения является то, что в этом случае функция F(x), 
определяющая нелинейное уравнение не задана явно, а только 
определен способ нахождения u(t,α)⏐t = b.  

 
 

5.7. Программа для решения задачи Коши  
явным методом Эйлера 

На отрезке [0, 2] решается задача Коши для обыкновенного 
дифференциального уравнения (5.1), где f(x,u) = 2x - u + x2,  
y(0) = 0. Требуется найти приближенное решение на отрезке и 
сравнить его с точным решением yt(x) = x2. В программе исполь-
зуются следующие обозначения: M – количество разбиений от-
резка [a, b], x, y – массивы аргумента и приближенного решения, 
h – шаг сетки.   
program Euler; 
const M=10;a=0;b=2;y0=0.0; 
var x,y:array[0..M] of real; h:real; i:integer; 
function f(x,u:real):real; begin f:=sin(x)*u;end; 
function yt(x:real):real;begin  u:=x*x; end; 
begin h:=(b–a)/M; x[0]:=a; y[0]:=y0; 
for i:=0 to M–1 do 
begin x[i+1]:=x[i]+h; 
      y[i+1]:=y[i]+h*f(x[i],y[i]);end; 
writeln(' n x[i] y[i] yt(x[i]) abs(y[i]–yt(x[i])'); 
for i:=0 to M do 
writeln(i:5,x[i]:6:3,y[i]:8:4,yt(x[i]):8:4,abs(y[i]
–yt(x[i]))); 
readln; end. 
 
 

5.8. Программа для решения краевой задачи 

Решается тестовая краевая задача (5.25) с помощью конеч-
но-разностного метода. В программе функции p, q, r определяют 
коэффициенты и правую часть уравнения (5.26), yt – точное ре-
шение. Константы a, b – отрезок, на котором решается краевая 
задача, М – число разбиений этого отрезка. Переменная h – шаг 
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разностной сетки, массивы al, bet – прогоночные коэффициен-
ты; x, y – массивы независимой переменной и приближенного 
решения, A, B, C – коэффициенты трехдиагональной матрицы 
СЛАУ (5.24), F – вектор правых частей.  

 
Program KRAEW; 
const M=10;a=1;b=1; 
type vec=array[0..M] of real; 
var h:real; al, bet, x, y, A, B, С, F:vec; 
i:integer;   
function p(x:real):real; begin 
p:=sin(x)/cos(x);end; 
function q(x:real):real; begin q:=sqr(cos(x));end;   
function r(x:real):real; begin r:=0;end;     
function yt(x:real):real; var C1:real; 
begin C1:=(10–cos(sin(1)))/sin(sin(1)); 
yt:=cos(sin(x))+C1*sin(sin(x));end; 
Begin  h:=(b–a)/M;   
for i:=0 to M do   
begin x[i]:=a+h*i; 

A[i]:=1+p(x[i])*h/2; 
B[i]:=1–p(x[i])*h/2; 
С[i]:=2–q(x[i])*sqr(h); 
F[i]:=–sqr(h)*r(x[i]); 

end; 
 al[1]:=0;bet[1]:=1;  
 for i:=1 to M–1 do 
 begin al [i+1] :=A[i]/(С[i]–al[i]*B[i]); 

bet[i+1]:=(F[i]+A[i]*bet[i])/(С[i]–
al[i]*B[i]); 

end; y[M]:= 10; 
for i:= M–1 downto 1 do  
y[i]:=al[i+1]*y[i+1]+bet[i+1]; 
writeln(' i  x[i]  y[i] yt(x[i])    погрешность'); 
for i:=0 to M do  
writeln(i:4,x[i]:6:2, 
y[i]:8:4,yt(x[i]):8:4,abs(y[i]–yt(x[i]))); 
End. 
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СПИСОК ВОПРОСОВ И ЗАДАЧ ПО ТЕМЕ  

1. Задача Коши для ОДУ первого порядка. Явный и неяв-
ный метод Эйлера.  

2. Построение схем второго порядка аппроксимации для 
решения задачи Коши для ОДУ первого порядка (двух-
шаговый метод, симметричная неявная одношаговая 
схема, схема предиктор-корректор).  

3. Двухэтапные методы Рунге–Кутты для ОДУ первого по-
рядка. Обобщение методов Эйлера и Рунге–Кутты на 
систему двух (трех) ОДУ.  

4. Общий вид четырехэтапного метода Рунге–Кутты реше-
ния задачи Коши для ОДУ первого порядка. Обобщение 
на систему двух ОДУ. 

5. Конечно-разностный метод решения краевой задачи для 
ОДУ 2 порядка. 

6. Решить задачу Коши для ОДУ первого порядка с помо-
щью двух- (трех-, четырех-) этапного метода Рунге–
Кутты.  

7. Решить методом Эйлера задачу Коши для системы двух 
ОДУ 

8. Решить с помощью двухэтапного методом Рунге–Кутты 
задачу Коши для системы двух ОДУ. 

9. Решить краевую задачу для уравнения второго порядка с 
помощью конечно-разностного метода.  
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6. ЛАБОРАТОРНЫЕ РАБОТЫ 
 

Лабораторная работа 1.  
Решение нелинейных алгебраических уравнений 

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Решением нелинейного алгебраического уравнения f(x) = 0 
является значение x*, такое, что f(x*) = 0. Решить уравнение 
приближенным (итерационным) методом – значит построить 
последовательность {xn} (n – номер итерации, т.е. приближения 
к решению), сходящуюся к точному решению уравнения: 

 .* =
n

xx lim
 n

∞→
 Итерационный метод задается рекуррентной 

формулой, позволяющей вычислить следующее приближение по 
известным предыдущим. Итерационный процесс заканчивается, 
когда ⎟f(xn)⎟ < ε; или |xn – x*| < ε, где ε – точность метода, неко-
торое наперед заданное число. Перед решением уравнения ите-
рационным методом, необходимо исследовать уравнение на на-
личие корней. Каждый корень необходимо изолировать, т.е. 
найти интервал [a, b], содержащий единственный корень урав-
нения. Условием того, что на отрезке [a, b] существует корень 
уравнения является f(a) f(b) < 0. Для исследования уравнения и 
нахождения интервалов изоляции корней используют аналити-
ческий, графический и табличный методы. После того, как все 
интервалы изоляции найдены, можно решить уравнение с по-
мощью приведенных ниже методов. 

 

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
1. Метод деления отрезка пополам. Определяем середину ин-

тервала [a, b]: 
2
+bac= . Проверяем, какому из двух отрезков (a, c) 

или (c, b) принадлежит искомый корень, т.е. f(a) f(c) < 0 либо 
f(c) f(b) < 0. Концы нового отрезка, которому принадлежит ко-
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рень, обозначаем a, b и повторяем процедуру до тех пор, пока не 
будет достигнуто условие сходимости итерационного процесса: 
|b–a| < ε. 
 
2. Метод хорд. Если f′′(a) f(a) < 0, то положим x0 = a. Следующие 

итерации определяются по формуле: )(
)()(1 k

k

k
kk xf

xfbf
xbxx

−
−

−=+ .  

В случае f′′(a)f(a) > 0, то x0 = b, а следующие итерации находим по 

формуле )(
)()(1 af

afxf
axax

k

k
k −

−
−=+ . 

 
3. Метод Ньютона. Выберем начальное приближение x0∈[a,b]. 
Следующие итерации определяются по формуле 

)(
)(

1
k

k
kk xf

xfxx
′

−=+ . 

 
4. Упрощенный метод Ньютона. Этот метод является одним из 
вариантов метода Ньютона, в котором производная от функции 
f(x) вычисляется только в точке начального приближения: 

0 1
( )( ), k

k k
f xz f x x x

z+′= = − , что несколько замедляет процесс 

сходимости, но позволяет сократить время расчета в том случае, 
когда исходная функция является достаточно сложной. 

 

5. Метод Чебышева. Является развитием метода Ньютона и по-
зволяет быстрее достичь сходимости, однако требует более точ-
ного задания начального приближения x0:  

 

  31
))(2(

)()(
)(
)(

k

kk

k

k
kk

xf
xfxf

xf
xfxx

′

′′
−

′
−=+ . 
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6. Метод секущих. Выберем начальное приближение x0∈[a, b] и 
найдем x1 по одному из описанных выше методов. Можно также 
положить: x0 = a, x1 = b. Если две предыдущие итерации извест-
ны, следующую находим по формуле 

)()(
))((

1

1
1

−

−
+ −

−
−=

kk

kkk
kk xfxf

xxxfxx . 

 
7. Метод простой итерации. Приведем исходное уравнение к 
виду, удобному для применения метода простой итерации:  
x = ϕ(x), где, например, ϕ(x) = x – τ f(x). Параметр τ подберем та-
ким образом, чтобы выполнялось достаточное условие сходимо-
сти метода: ⎟ϕ′(x)⎟ < 1 для всех x∈[a, b]. Выберем начальное 
приближение x0∈[a, b]. Следующие итерации находим по фор-
муле: xk+1 = ϕ(xk).  
 
 

ВЫПОЛНЕНИЕ ЗАДАНИЯ 
1. Исследовать заданное уравнение на наличие корней графи-

чески (с помощью программы построения графика функции 
f(x)). Найти интервалы изоляции всех корней уравнения. Ре-
зультаты занести в отчет в виде схематических рисунков, по-
казывающих поведение функции f(x) и расположение корней 
уравнения.  

2. Для каждого интервала изоляции [a, b] с заданной точностью 
ε = 0.001 найти корни уравнения с использованием метода 
деления отрезка пополам. Результаты занести в табл. 1:  

 
Таблица 1 

№ Интервал изоляции Значение 
корня 

Количество  
итераций 

 
3. Для одного из корней проследить изменение количества 

итераций, необходимых для решения уравнения с  точно-
стью ε = 0.01, 0.001, 0.0001. Результаты занести в табл. 2 
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Таблица 2 
№ Точность Значение корня Количество  

итераций 
 

4. Повторить задание пункта 2, использовав один из методов 
2–7 (по указанию преподавателя). Для этого метода соста-
вить табл. 3, 4, аналогичные табл. 1 и 2. Сравнить методы 
по количеству итераций (скорости сходимости) . 

5. В отчет включить: постановку задачи, исследование урав-
нения, описание используемых методов решения, блок-
схемы и тексты программ, результаты расчетов (таблицы), 
выводы (сравнение результатов, полученных по разным ме-
тодам и сравнение методов). 

 
 

ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ 
1  4 3 2( ) 3 4 15 2 2 0f x x x x x= + − − + =  
2  3( ) сos( 0,5) 3 0f x x x x= + − + =  
3  2( ) 0,5 2 ( 1) 0xf x x= + − − =  
4  2( ) 0,5 1 ( 2) 0xf x x x= − − − + =  
5  4 3 2( ) 4 8 6 9 0f x x x x x= + − − + =  
6  4 3 2( ) 3 8 18 2 0f x x x x= − − + =  
7  4 3 2( ) 2 8 8 1 0f x x x x= + + − =  
8  3 2( ) 3 4 1 0f x x x x= − − + =  
9  3 2( ) 2 9 60 1 0f x x x x= − − + =  

10 2 2( ) 2 2 1 0xf x x x x= ⋅ − − + =  
11 2( ) ( 2) 2 2 0xf x x= − ⋅ − =  
12 2( ) 2 0,5 2 0xf x x= − − =  
13 4 3 2( ) 3 4 12 1 0f x x x x= + − + =  
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14 4 3 2( ) 2 8 8 1 0f x x x x= − + − =  
15 4 3 2( ) 4 8 1 0f x x x x= − − + =  
16 3 2( ) 4 4 0f x x x x= − − + =  
17 3 2( ) 10 7 1 0f x x x x= + + + =  
18 3 2( ) 2 12 4 2 0f x x x x= − + + =  
19 3 2( ) 0.1 4 2 0f x x x x= − − + =  
20 ( )( ) sin 0.25 0f x x= − =  
21 4 3 2( ) 3 5 10 1 0f x x x x= + − + =  
22 4 3 2( ) 2 6 10 1 0f x x x x= − + − =  
23 4 3 2( ) 3 10 1 0f x x x x= − − + =  
24 3 2( ) 2 2 4 0f x x x x= − − + =  
25 3 2( ) 12 5 2 0f x x x x= + + + =  
26 3 2( ) 2 14 10 2 0f x x x x= − + + =  
27 3 2( ) 0.1 7 20 0f x x x x= − − + =  
28 ( )( ) cos 0.25 0f x x= − =  
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Лабораторная работа 2.  
Интерполяция. Приближенное интегрирование 

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

На интервале [a, b] задана система точек (узлы интерполяции) 
xi, a ≤ xi≤ b, и значения функции в этих узлах fi, i = 0, 1, 2, ...., N.  
Поставим следующие задачи: 
1) построить функцию F(x), принимающую в узлах интерполя-

ции xi, заданные значения fi: F(xi) = fi, i = 0, 1,…, N (условия 
интерполяции); 

2) для заданного значения z ∈ [a, b] найти F(z); 
3) для заданного значения z ∈ [a, b] найти F′(z); 

4) найти ( ) .
b

a

F x dx∫  

 
МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

Задача имеет много решений: через заданные точки (xi, fi) 
можно провести бесконечно много кривых, каждая из которых 
будет графиком функции, удовлетворяющей всем условиям ин-
терполяции. Для того чтобы определить интерполирующую 
функцию единственным образом, нужно наложить на нее до-
полнительные условия. Локальная интерполяция: на каждом i-м 
интервале [xi–1, xi] строится своя локальная функция Fi(x), а ито-
говая интерполирующая функция F(x) будет объединением  
N локальных функций. Глобальная интерполяция: строится одна 
функция F(x) для всего интервала [a, b]. 
 
 
ЛОКАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИЯ: 
 
Кусочно-постоянная интерполяция. Пусть z∈[xi–1,, xi], i = 1, 2, ..., N. 
Искомая функция является постоянной на отрезке [xi–1,, xi] и 
равна левому: Fi(z) = fi–1 или правому: Fi(z) = fi значению. Усло-
вия интерполяция выполняются, однако найденная функция яв-
ляется разрывной.  
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Кусочно-линейная интерполяция. На каждом интервале функция 
является линейной Fi(z) = kiz + ci; значения коэффициентов на-
ходятся из выполнения условий интерполяции Fi(xi) = fi и непре-
рывности интерполирующей функции: Fi(xi–1) = Fi–1(xi–1) = fi–1,  
i = 1, 2, …, N Итоговая функция будет непрерывной, но произ-
водная будет разрывной в каждом узле интерполяции. 
 
Кусочно-параболическая интерполяция. На каждом i-м интерва-
ле [xi–1, xi], i = 1,2,…,N функция является квадратной параболой 
Fi(z) = ai + bi(z – xi) + ci( z– xi)2/2. Значения коэффициентов ai, bi, 
ci находятся из условий интерполяции, непрерывности функции 
и ее первой производной в узлах интерполяции. 
 
ГЛОБАЛЬНАЯ ИНТЕРПОЛЯЦИИ:  
 

Полином Лагранжа: ( ) ( )
0 0

( ) .
( )

N N
k

i i iN
i i i ki k

z xL z f l z f
x x= = ≠

−
= =

−∑ ∑ ∏   

 
Таким образом, задачи 1 и 2 решены. Используя построен-

ные интерполирующие функции, можно решить задачу 3.  
 

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ (задача 4) 

Если для нахождения ∫
b

a
dxxF )(  использовать кусочно-

постоянную интерполяцию, получим формулу левых прямо-
угольников:  

 

i
N

i
ii

b

a
fxxdxxF )()(

1

0
1∑∫

−

=
+ −≈

 
или правых прямоугольников:  
 

1
1

( ) ( ) .
b N

i i i
ia

F x dx x x f−
=

≈ −∑∫  



 104

При использовании кусочно-линейной интерполяции полу-
чим формулу трапеций:  

 
1

1
1

( ) ( ) .
2

b N
i i

i i
ia

f fF x dx x x −
−

=

+
≈ −∑∫  

 
При использовании кусочно-параболической интерполяции 

получим формулу парабол (Симпсона), которая в случае равно-
мерной сетки xi – xi–1 = h, i = 1, 2, …, N имеет вид:  

 

0 1 2 3 4 2 1( ) ( 4 2 4 2 ... 2 4 ).
3

b

N N N
a

hF x dx f f f f f f f f− −≈= + + + + + + + +∫  
 
Если f(x) – известная функция и можно выбирать положе-

ние узлов интерполяции, будем использовать формулу «сред-
них»:  

 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ +
−≈ −

=
−∑∫ 2

)()( 1

1
1

iiN

i
ii

b

a

xx
fxxdxxF

. 
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ВЫПОЛНЕНИЕ ЗАДАНИЯ 

1. Задана исходная функция g(x) и интервал [a, b]. Построить 
узлы интерполяции xi = a + h⋅i, i = 0, 1, ..., N, h = (b – a)/N,  
(N – параметр задачи), и вычислить в этих узлах значения  
fi =  g(xi). Вычисленные значения xi, fi занести в массивы. Та-
ким образом, получены исходные данные для задачи интер-
поляции.  

2. Найти значение F(z) в некоторой точке z ∈ [a, b], не совпа-
дающей ни с одним из узлов xi (т.е. z ≠ xi) с помощью кусоч-
но-постоянной интерполяции. Значение z вводить с клавиа-
туры. Найти погрешность метода |g(z) – F(z)|. Составить таб-
лицу поведения погрешности в зависимости от N = 10, 20, 40, 
80.  

3. Найти значение F(z) с помощью полинома Лагранжа LN(z),  
z ∈ [a, b], z ≠ xi. Попробовать различные точки z: близко к ле-
вому концу отрезка [a, b], в средней части, близко к правому 
концу. Найти погрешность метода |g(z) – F(z)|. Составить таб-
лицу поведения погрешности в зависимости от N = 10, 20, 40, 
80. 

4. Найти ∫=
b

a
dxxFJ )(  с помощью двух приближенных методов. 

Сравнить с точным значением ∫
b

a
dxxg )( . Вывести на печать 

погрешность методов |J – ∫
b

a
dxxg )( |. Составить таблицу пове-

дения погрешностей в зависимости от N = 10, 20, 40, 80. 
Сравнить точности используемых методов. 

5. В отчет включить: постановку задачи, описание используе-
мых методов, формулы, тексты программ, результаты расче-
тов (таблицы), выводы (сравнение методов и анализ поведе-
ния погрешностей при увеличении N). 
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ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ 
Номер  

варианта
g(x) [a, b] 

1 2/(1–x2) [2, 3] 
2 (1–x)/(1+x2) [–1, 1] 
3 1/(1+x2) [2,3] 
4 (2–x2)(3–x) [–1, 0.5] 
5 Sin(2x) [0, 1] 
6 3 xxx ++  [0, 2] 
7 1/sin2x [0.3, 1.5] 
8 3/ 21 x−  [–π/4, π/4] 
9 ex [–1, 1] 

10 x2/3   [0, 5] 
11 cos(x) – 1/2 cos(2x) [–π, π] 
12 sin(x) + 1/3 sin(3x) [0, 2π] 
13 1/(1+x) [1, 3] 
14 x3–3x2+2 [0, 1] 
15 2–x–1 [1, 2] 
16 1/sin2x [π/4, 3π/4] 
17 1/cos2x [–π/4, π/4] 
18 (1–x)/x [0.5,2] 
19 sin(x)+cos(2x) [–π/4, π/4] 
20 x1/3 + x–2/3 [1, 2] 
21 5/sin2x [π/4, π/2] 
22 ex/3 [–0.5, 0.5] 
23 sin(x) – 1/3 cos(2x) [π/4, π/2] 
24 1/(1+x)+2/(1–x2) [–0.5, 0.5] 
25 cos(x) – 1/4 sin(2x) [–π, π] 
26 3/cos2x [0, π/2] 
27 5/ 21 x−  [2, 3] 
28 (x2–3x+2)/(x2+1) [0, 1] 
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Лабораторная работа 3.  
Подбор полиномиальной  

зависимости методом наименьших квадратов  
 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Задана система точек (узлы интерполяции) xi , i = 1, 2, ..., N,  
a ≤ xi ≤ b и значения fi, i = 1, 2, ...., N. (см. варианты задний).  

Требуется построить многочлен третьей степени  
P3(x) = a1+a2x+a3x2+a4x3, имеющий в узлах интерполяции мини-
мальное отклонение от заданных значений fi. Многочлен должен 
быть самым близким к заданным точкам из всех возможных мно-
гочленов третьей степени в смысле МНК. В i-й точке полином 
P3(x) отклоняется от значения fi на величину (P3(xi) – fi). Сумми-
руя квадраты отклонений полинома по всем точкам i = 1, 2, …, N, 
построим функционал 

2
1 2 3 4 3

1

2 3 2
1 2 3 4

1

( , , , ) ( ( ) )

( ) .

n

i i
i

n

i i i i
i

G a a a a P x f

a a x a x a x f

=

=

= − =

= + + + −

∑

∑
 

Найдем минимум 1 2 3 4( , , , )G a a a a . Для этого приравняем нулю 
все частные производные G.  

2 3
1 2 3 4

11

2 3
1 2 3 4

11

2 2 3
1 2 3 4

12

3 2 3
1 2 3 4

13

2 ( ) 0;

2 ( ) 0;

2 ( ) 0;

2 ( ) 0.

n

i i i i
i

n

i i i i i
i

n

i i i i i
i

n

i i i i i
i

G a a x a x a x f
a
G x a a x a x a x f
a
G x a a x a x a x f
a
G x a a x a x a x f
a

=

=

=

=

∂
= + + + − =

∂

∂
= + + + − =

∂

∂
= + + + − =

∂

∂
= + + + − =

∂

∑

∑

∑

∑
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Собирая коэффициенты при неизвестных ai, получим нормаль-
ную систему – СЛАУ относительно вектора 1 2 3 4( , , , ) :a a a a  

2 3
1 2 3 4

1 1 1 1

2 3 4
1 2 3 4

1 1 1 1 1

2 3 4 5 2
1 2 3 4

1 1 1 1 1

3 4 5
1 2 3

1 1 1

;

;

;

n n n n

i i i i
i i i i

n n n n n

i i i i i i
i i i i i

n n n n n

i i i i i i
i i i i i

n n

i i i
i i i

n a x a x a x a f

x a x a x a x a f x

x a x a x a x a f x

x a x a x a

= = = =

= = = = =

= = = = =

= = =

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅

⋅ + ⋅ + ⋅ +

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ 6 3
4

1 1
.

n n n

i i i
i i

x a f x
= =

⋅ = ⋅∑ ∑ ∑

 

В матричном виде систему можно записать: B a = с. Здесь  
B – матрица системы, a – искомый вектор, с – вектор правой 
части.  

 

МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

Решение СЛАУ найдем с помощью точных методов ОБ-
РАТНОЙ МАТРИЦЫ, КРАМЕРА и ГАУССА, а также с помо-
щью итерационного МЕТОДА РЕЛАКСАЦИИ.  

Суть точных методов известна из курса «Высшей матема-
тики» (см. также раздел 2 настоящего пособия). Остановимся 
здесь лишь на МЕТОДЕ РЕЛАКСАЦИИ. 

1. Запишем исходную систему в виде a = a – τ ( Β a – c),   
τ > 0 – параметр, значение которого подбирается таким образом, 
чтобы построенный итерационный метод сходился.  

2. Зададим точность метода ε > 0, параметр релаксации 
τ > 0,  введем вектор начального приближения к решению a0. 
Вектор может быть произвольным, например, нулевым:  
a0 = (0, 0, ..., 0). 

3. Следующее приближение – вектор a1 находится следую-
щим образом: a1 = a0 – τ ( Β·a0 – c), или, в скалярном виде:  
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1 0 1 0 2 0 0 0 02
1

( ... ) ( ),
m

i i im i ij ii i i m i j
j

a a B a B a B a c a B a c
=

= − τ + + + − = − τ −∑
1,2,...,i m=  

 
4. Вычислим вектор невязки: r = a1 – a0  и его норму:  

║r║ = max(ri). 
5. Приготовимся к следующей итерации. Занесем компо-

ненты вектора a1 в вектор a0, т.е. a0i: = a1i. i = 1, 2, …, m.  
Этапы 3–5 образуют итерационный цикл. Будем повторять их до 
тех пор, пока не выполнится  условие ║r║ < ε. 
   

ВЫПОЛНЕНИЕ ЗАДАНИЯ 

1. Открыть файл MNK.xls в папке своей группы, найти рабочий 
лист с номером своего варианта. Используя функцию сумми-
рования Excel, вычислить коэффициенты матрицы B и векто-
ра правых частей c. 

2. Используя встроенные функции Excel (см. рабочие листы 
Пример 3, Пример 4, Пример 5 в файле MNK.xls), решить 
СЛАУ методом обратной матрицы и методом Крамера. 
Выписать искомый полином, построить его график и нанести 
заданные точки.  

3. Запустить тестовый вариант программы метода Гаусса. 
Должны получиться следующие результаты: 2.2133, 0.0781,  
–3.6163, 2.4822. 

4. Изменить исходные данные программы метода Гаусса (мат-
рицу B и вектор с) и найти решение (коэффициенты полино-
ма) для своего варианта. На печать вывести коэффициенты 
полинома и значение функционала отклонений G для най-
денных значений коэффициентов. Показать, что для любого 
другого вектора, произвольно введенного с клавиатуры, по-
лучится большее значение функционала отклонений G. 
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5. Написать программу решения СЛАУ с помощью метода ре-
лаксации для ε = 10–3. Для подбора значения параметра τ,  
обеспечивающего сходимость итерационного процесса, на 
каждой итерации выводить на экран промежуточные резуль-
таты – вектор a1 и норму вектора невязки ║r║. Результаты 
занести в табл. 1: 

Таблица 1 
τ Сходимость процесса 

0.5 не сходится 
… … 

….. сходится 
 

6. После выбора значения τ, обеспечивающего сходимость ите-
рационного процесса, убрать промежуточную печать и доба-
вить в программу счетчик количества итераций. Для ε = 10–3 
подобрать оптимальное значение параметра, т.е. такое зна-
чение, при котором метод сходится с наименьшим количест-
вом итераций. Результаты занести в табл. 2. 

  Таблица 2 
τ Количество итераций для ε = 10–3 

0.1  
…  
…  

 
7. Для оптимального значения параметра τ  просчитать вари-

анты с изменением точности ε = 10–2, 10–3, 10–4. Сравнить по-
лученные результаты a1, a2, a3, a4 с результатами, получен-
ными по методу Гаусса. Результаты занести в табл. 3 

 
Таблица 3 

ε Количество итераций a1 a2 a3 a4 
10–2      
10–3      
10–4      
РЕШЕНИЕ по МЕТОДУ ГАУССА     
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8. В отчет по лабораторной работе включить:  
− постановку задачи (что задано, что надо найти); 
− описание метода наименьших квадратов на примере 

подбора линейной зависимости g(x) = a1+a2x. Выпи-
сать точные формулы для нахождения a1, a2; 

− описание МНК для задачи подбора полинома третье-
го порядка. Выписать матрицу B и вектор правых 
частей c нормальной системы; 

− описание метода Гаусса;  
− результаты решения системы по методу Гаусса и ис-

комый полином; 
− значения функционала отклонений G при найденных 

значениях коэффициентов. Значения функционала 
отклонений G для других коэффициентов a1, a2, a3, a4, 
близких к найденным;  

− описание метода простой итерации;  
− текст программы метода релаксации; 
− таблицы 1 – 3 с пояснениями; 
− выводы.  
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Лабораторная работа 4.  
Приближенное решение ОДУ 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ 

Задача 1. Для обыкновенного дифференциального уравне-
ния (ОДУ) первого порядка  поставлена задача Коши:  

( ) ( ) 0yaya,x,x,yf
dx
dy

=≥= ,  

f(x, y) – вектор правых частей (задан), y0 – начальные данные (за-
даны).  

Введем по переменной x равномерную разностную сетку  
xi = a + i·h, i = 0, 1, 2, ..., M, h = (b – a) /M – шаг сетки.  

Вместо точного решения y(x) будем отыскивать прибли-
женное решение yi,, заданное в узлах разностной сетки xi. Для 
определения yi используются конечно-разностные методы.  

Простейшим является явный метод Эйлера, в котором 
уравнение заменяется разностной схемой:  

1 ( ),i i
i i

y y f x , y
h

+ −
=  i = 0, 1, 2, …, M – 1. 

Решение определяется по формулам y0  = y0, 1 ( ),i i i iy y hf t , y+ = +  
i = 0, 1, 2, …, M – 1. 

Для поиска приближенного решения можно также исполь-
зовать методы повышенного порядка точности: 
1.  Метод предиктор-корректор (двухэтапный, второго порядка 

аппроксимации) 
 

1 2

0
0

1
1 2

( , )
/ 2 , 0,1, ..., ; .

( / 2, )

i i
i i

i i
i i

y y
f x y

h i M y y
y y f x h y

h

+

+
+

−⎧
=⎪⎪ = =⎨

−⎪ = +⎪⎩

 

 
2.  Метод Рунге–Кутты 2–1 (двухэтапный, вариант 1, второго 

порядка аппроксимации)  
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( )
1 2 1

1 2

, , ,
2 2

, 0, 1, ..., .

i i i
i i i i

i
i i

h hk f x y k f x y k

y y hk i M+

⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + =

 

 
3.  Метод Рунге–Кутты 2-2 (двухшаговый, вариант 2, второго 

порядка аппроксимации)  
( ) ( )1

1

2 1

1 2

, , ,

, 0, 1, ..., .
2

i i i
i i i i

i i
i i

k f x y k f x h y hk

hy y k k i M+

= = + +

⎡ ⎤= + + =⎣ ⎦
 

4.  Метод Рунге–Кутты 3-1 (трехшаговый, вариант 1, третьего 
порядка аппроксимации)  

( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 3 1 2

1 1 2 3

2 2 2

4 0, 1, ..., .
6

i i i i i i

i i

k = f x , y , k = f x + h/ , y + hk / , k f x + h,y hk + hk
hy y k k k , i M+

= −

= + + + =

 
5.  Метод Рунге–Кутты 3-2 (трехшаговый, вариант 2, третьего 

порядка аппроксимации)  
( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 3 2

1 1 3

3 3 2 3 2 3

3 0, 1, ..., .
4

i i i i i i

i i

k = f x , y , k = f x + h/ , y + hk / , k f x + h ,y hk
hy y k k , i M+

= +

= + + =

 
6.  Метод Рунге–Кутты 4-1 (четырехшаговый, вариант 1, четвер-

того порядка аппроксимации) 
( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2 1 3 2

4 3

1 1 2 3 4

2 2 2 2

,

2 2 , 0, 1, ..., .
6

i i i i x i

i i

i i

k = f x , y , k = f x + h/ , y + hk / , k f x + h/ , y + hk /

k f x + h,y + hk  
hy y k k k k  i M+

=

=

= + + + + =

 

 
7.  Метод Рунге–Кутты 4-2 (четырехшаговый, вариант 2, четвер-

того порядка аппроксимации) 
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( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2 1 3 2

4 1 2 3

1 1 3 4

4 4 2 2

2 2

4 0, 1, ..., .
6

i i i i i i

i i

i i

k = f x , y , k = f x + h/ , y + hk / , k f x + h/ , y + hk /

k f (x + h,y + hk hk + hk , 
hy y k k k , i M+

=

= −

= + + + =

 

 
Задача 2. Для дифференциального уравнения второго порядка:  

( ) ( ) ( ), [ , ]y p x y q x y r x x a b′′ ′+ + = ∈  
поставлена краевая задача: 

⎩
⎨
⎧

=′+
=′+

.)()(
,)()(

21

21
Bbylbyl

Aaykayk
 

Здесь y(x) – искомое решение, A, B – краевые условия, 
−)(),(),( xrxqxp заданные функции коэффициентов и правой 

части уравнения. Введем по переменной x равномерную разно-
стную сетку xi = a+i·h, i = 0, 1, 2, ..., M, h = (b – a) /M – шаг сетки. 
Вместо точного решения y(x) будем отыскивать приближенное 
решение yi,, заданное в узлах разностной сетки xi. 

Используя формулы из раздела 4.1, заменим производные, 
входящие в уравнение и краевые условия, конечно-разностными 
соотношениями:  

 
1 1 1 1

2

1 0
1 0 2

1
1 2

2 ( ) ( ) ( ),
2

,

.

i i i i i
i i i i

M M
M

y y y y yp x q x y r x
h h

y yk y k A
h

y yl y l B
h

+ − + −

−

− + −
+ + =

−
+ =

−
+ =

 

 
Собирая коэффициенты при yi, yi+1, yi–1, получим следующую 
СЛАУ на вектор неизвестных (y0, y1, y2, ..., yM)Т: 

(k1h–k2)y0
 + k2 y1 = Ah 

AAi yi–1  – CCiyi + BBiyi+1 = FFi, i = 1, 2, ..., M–1 
(l1h+l2) yM

  – l2 yM–1
  = Bh, 
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где   CCi = 2 – q(xi)h2; 
AAi = 1 – p(xi) h/2; 
BBi = 1 + p(xi) h/2;  
FFi = h2r(xi). 
Система решается методом прогонки, в котором решение 

отыскивается в виде yi = αi+1yi+1+βi+1, i = 0, 1,…, M–1. Алго-
ритм состоит из следующих шагов.  

1) Поскольку y0 = α1y1+β1, и из первого уравнения  
y0 = k2 / (k2 – k1h) y1 – A / (k2 – k1h),  
то α1, = k2 / (k2 – k1h),  β1 = – A /(k2–k1h). 
2) Следующие прогоночные коэффициенты αi, βi определя-
ются по рекуррентным формулам: (прямой ход прогонки) 

αi+1 = i

i i i

BB ,
CC α AA−

 β i+1 =  ,i i i

i i i

AA FF
CC AA

β −
− α

i = 1, 2, ..., M – 1. 

3) Для определения решения на правой границе отрезка вос-
пользуемся последним уравнением системы:  

(l1h+l2) yM – l2 yM–1
  = B h, 

и соотношением  
yM–1 = αMyM+βM, 

откуда yM определяется как решение системы двух линейных 
алгебраических уравнений. 
4) Обратный ход прогонки для определения решения 
 yi = αi+1yi+1 + βi+1, i = M – 1, M – 2, ..., 0. 

 
ВЫПОЛНЕНИЕ ЗАДАНИЯ 

Задача 1 

1. Для своего варианта проверить, что заданная функция u(t) явля-
ется точным решением и удовлетворяет начальным данным.  

2. Составить программу решения уравнения методом Эйлера. 
Выполнить расчеты для M = 10, 20, 40. Для каждого M вы-
вести НА ЭКРАН следующую табл. 1. 

Таблица 1 
  Номер 
шага n  

Значение 
аргумента 

Приближен-
ное решение  

Точное  
решение   

Погреш-
ность 
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3. Сравнить полученное приближенное решение yn,  
i = 0, 1, 2, ..., M, с точным решением y(xi) в точках разностной 
сетки.  

4. Составить программу решения уравнение методом Рунге–
Кутты (по указанию преподавателя) и выполнить расчеты 
при различных М. Вывести на экран таблицу поведения ре-
шения и погрешности.  

5. В отчет включить: постановку задачи, точное решение, описа-
ние методов приближенного решения, текст программы, табл. 2 
поведения максимальной погрешности каждого метода 

max ( )i ii
z = | y x y |  − , i = 0, 1, 2, …, M, для разных M = 10, 20, 40.  

Таблица 2 
Метод  M max погрешность |y(xi) – yi|  

   
 
На основании поведения ошибки сделать вывод о порядке 

аппроксимации используемых методов. 
 

Задача 2 

1. Используя программу для решения краевой задачи для ОДУ 
второго порядка с помощью конечно-разностного метода 
(M = 10, 20, 40) (см. п. 5.8), решить тестовую задачу: 

2tg( ) cos ( ) 0, [0, 1], (0) 1, (1) 10.y x u x y x y x′′ ′+ + = ∈ = =  
с известным точным решением: 
yt(x) = cos(sin(x))+C1 sin(sin(x)), C1 = (10 – cos(sin(1)))/sin(sin(1)). 
НА ЭКРАН при каждом M выдать табл. 3.  

 
Таблица 3 

I xi yi yt(xi) |yt(xi)–yi| 
     

 
2. Сравнить приближенные решения, полученные на различ-

ных сетках, с точным yt(xi). Найти максимальную погреш-
ность при каждом M. Подготовить для отчета табл. 4: 
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Таблица 4 
M max погрешность |yt(xi)– yi| 

  
На основании анализа погрешности сделать вывод о по-
рядке аппроксимации метода. 

3. Используя проверенную на точном решении программу, 
решить краевую задачу из своего варианта при  
M = 10, 20, 40. Для каждого M  НА ЭКРАН вывести табл. 5. 

 
Таблица 5 

Номер шага  Аргумент  Приближенное решение 
   

 
4. Приготовить для отчета табл. 6 поведения приближенного 

решения в какой-либо одной точке при разных M (вы-
брать точку ближе к середине отрезка). 

Таблица 6 
 

M Номер 
шага i  

Значение  
аргумента xi 

Приближенное 
решение yi 

   
 
5. В отчет включить: постановку задачи (свое дифференци-

альное уравнение), конечно-разностное уравнение для 
своего уравнения, матрицу СЛАУ для своего варианта, 
описание метода прогонки, вывод формул для первых 
прогоночных коэффициентов для своего варианта, опре-
деление приближенного решения в последней точке сетки 
для своего варианта, результаты решения тестовой задачи 
(табл. 4), вывод о порядке аппроксимации тестовой зада-
чи, графики приближенного решения для разных M или 
табл. 6, выводы. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В учебном пособии изложены методы приближенного ре-

шения нелинейных алгебраических уравнений, систем линей-
ных и нелинейных алгебраических уравнений, методы интерпо-
ляции, численного дифференцирования и интегрирования, чис-
ленные методы решения задачи Коши и краевых задач для 
обыкновенных дифференциальных уравнений. Однако многие 
вопросы, связанные с методами вычислений, остались за рамка-
ми пособия. Например, в пособии не рассмотрены методы ре-
шения дифференциальных уравнений в частных производных, 
задачи на поиск собственных значений, минимума функции 
многих переменных. Чтобы познакомиться с этими вопросами, 
можно воспользоваться источниками, приведенными в библио-
графическом списке. 
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