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Глава 3. ПОРОГОВЫЕ АЛГОРИТМЫ  
ВЕЙВЛЕТ-ФИЛЬТРАЦИИ 

 
Рассмотрены алгоритмы вейвлет-фильтрации, в которых 

оценки для детализирующих коэффициентов вейвлет-разло-
жения вычисляются с использованием пороговых функций. Эти 
функции обращают в нуль (зануляют) относительно малые ко-
эффициенты, сохраняя или преобразуя только коэффициенты, 
которые больше некоторой величины (называемой порогом). 

 
3.1. Пороговые алгоритмы вейвлет-фильтрации  
 
Приводится описание часто используемых пороговых 

функций и обсуждаются алгоритмы выбора пороговых величин. 
 
3.1.1. Пороговые алгоритмы фильтрации  
          с однопараметрическими пороговыми функциями 
 

Теоретической основой построения пороговых оценок слу-
жат следующие предпосылки: 

• только небольшое число детализирующих коэффициен-
тов ,j kd  разложения точной функции уровней 1, 2, 3j =  

отличны по модулю от нуля; 
• особенно сильному влиянию шума измерения подверга-

ются детализирующие коэффициенты уровней разложе-
ния 1, 2, 3j = . 

• уровень ошибок вычисления коэффициентов разложения 
достаточно мал по сравнению с коэффициентами разло-
жения точной функции, что позволяет «распознать» две 
ситуации: «шумовой коэффициент» или «информатив-
ный коэффициент». 

 
Хорошей иллюстрацией этих предпосылок являются при-

меры 2.1.1 (относительные ошибки вычисления коэффициентов)  
и 2.1.2. 
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Таким образом, необходимо обратить в нуль шумовые ко-
эффициенты разложения, которые обусловлены только шу-
мом измерения, сохранив при этом коэффициенты разложе-
ния точной функции (такие коэффициенты выше были названы 
информативными).  

В определенной (но не в полной степени) этому требованию 
удовлетворяют пороговые алгоритмы оценивания коэффициен-
тов разложения, которые в зарубежной литературе получили на-
звание thresholding [40–42]. В этих алгоритмах наиболее часто 
используются две пороговые функции: 

• «жесткая» пороговая функция вида 

( ) , если ,
,

0,если ;
H

d d
T d

d

λ
λ

λ

 ≥= 
<

ɶ ɶ
ɶ                         (3.1.1) 

• «мягкая» пороговая функция вида  

( ) ( ),ST d sign d dλ λ
+

 = ⋅ − 
ɶ ɶ ɶ ,               (3.1.2) 

где обозначение [ ]z
+
 определяется как 

[ ] , если 0;

0, если 0.

z z
z

z+

≥
=  <

                          (3.1.3) 

Графики этих функций приведены на рис. 3.1 (функция 

( ),HT d λɶ  обозначена сплошной линией, функция ( ),ST d λɶ  – то-

чечной). 

Кроме приведенных пороговых функций, на практике ис-
пользуются (но гораздо реже) и другие функции [38, 43], кото-
рые будут рассмотрены позже.    

 

Величина порога λ выполняет роль «управляющего» пара-
метра, влияющего на ошибку фильтрации. Критичность его вы-
бора иллюстрируется примером 2.1.2. При заниженном значе-
нии λ часть шумовых коэффициентов разложения не зануляются 
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и результат обратного вейвлет-преобразования (отфильтрован-
ная функция) может содержать значительный остаточный шум, 
т.е. функция не достаточно сглажена. При завышенном пороге λ 
зануляются информативные коэффициенты и результат фильт-
рации оказывается переглаженным. 

 

 

 

Рис. 3.1. Графики пороговых функций 
 
 
Пример 3.1.1. Для зашумленной функции примера 2.1.1 

(см. рис. 2.2а) необходимо установить зависимость ошибки 
фильтрации от величины λ пороговых алгоритмов оценивания 
коэффициентов разложения (см. формулы 3.1.1), (3.1.2)). Отно-
сительная ошибка исходных данных 0.12ηδ = . 

Решение. В качестве меры точности фильтрации примем 

относительную ошибку ( )
ˆ

f

f f

f

λ
δ λ

−
= , где f̂λ  – вектор, со-

ставленный из значений отфильтрованной функции при задан-
ной величине порога λ; f – вектор значений точной функции 
(размерность 2048N = ). На рис. 3.2 приведены графики функ-
ции ( )fδ λ  для жесткой пороговой функции (сплошная кривая) 

и мягкой (точечная кривая). По оси абсцисс откладывалась ве-
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личина λ σ . Видно наличие минимума у этих двух зависимо-
стей, но положение точек минимума не совпадают. Левая ветвь 
(от точки минимума) обусловлена преобладанием случайной 
ошибки фильтрация (функция не доглажена), правая ветвь – 
систематической ошибкой (функция переглажена). ☻ 

 

 
 

Рис. 3.2. Зависимость ошибки фильтрации от параметра λ 
 
 

Возникает вопрос: какая пороговая функция предпочти-
тельнее для фильтрации шумов? Однозначный ответ дать за-
труднительно, но дополнительно проведенный вычислительный 
эксперимент позволяет отметить следующие особенности поро-
говых функций hard  и soft: 

• функция hard приемлемо работает при низком уровне 
шума, когда все шумовые коэффициенты разложения по моду-
лю меньше порога λ и они соответственно зануляются, а все ин-
формативные превосходят по модулю порог λ и поэтому они со-
храняются; 
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• из-за уменьшения амплитуды коэффициента разложения 
на величину λ в функции soft возможно сглаживание (размытие) 
контрастных элементов обрабатываемого сигнала; 

• отсутствие в функции soft разрыва в окрестности точки λ 
(см. рис. 3.1) в определенной степени предотвращает появление 
осцилляций (эффекта Гиббса) в особых точках сигнала. Этот 
эффект может проявиться при использовании пороговой функ-
ции hard; 

• функция soft используется при оценивании коэффициен-
та разложения методом максимума апостериорной вероятности 
при предположениях: а) ошибка вычисления коэффициента раз-
ложения подчиняется нормальному распределению; б) точный 
коэффициент разложения имеет распределение Лапласа (апри-
орное распределение). 

 

Кроме этих двух рассмотренных функций, используется 
еще одна однопараметрическая пороговая функция (в зарубеж-
ной литературе названная garrote) вида [43]: 

 

( )
2

, если ,
,

0,если .
G

d d
T d d

d

λ λ
λ

λ


− ≥= 

 <

ɶ ɶ
ɶ ɶ                        (3.1.4) 

 
 

На рис. 3.3 изображен график (сплошная кривая) этой 
функции при λ = 2. Видно, что отсутствует скачок в окрестности 

точки d λ=ɶ  (свойство функции soft), но в то же время нет сме-

щения на величину λ при больших значениях dɶ  (свойство 
функции hard). Таким образом, функция garrote свободна от тех 
существенных недостатков, которые были присуще hard и soft. 
На рис. 3.3 точками обозначена прямая, проведенная под углом 
45° к оси  абсцисс.  
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Рис. 3.3. График пороговой функции garrote 

 
Однако заметим, что все-таки решающее влияние на вели-

чину ошибки фильтрации оказывает величина порога λ рассмот-
ренных пороговых функций (это хорошо иллюстрирует  
рис. 3.2). При этом величина λ может быть одинаковой для всех 
уровней разложения зашумленного сигнала (глобальное значе-
ние пороговой величины) или определяется для каждого уровня 
j-го уровня разложения (локальное значение пороговой величи-
ны). При фильтрации изображений пороговые значения могут 
быть различными даже для каждой из матриц , ,j j jH V D  j-го 

уровня разложения. Более того, некоторые пороговые величины 
λ рекомендуется использовать только с определенными порого-
выми функциями (с hard, но более всего с soft). 

 

Для подтверждения этого тезиса о существенном влиянии 
пороговой величины на точность вейвлет-фильтрации опреде-
лим среднеквадратическую ошибку фильтрации  при использо-
вании пороговой функции hard. Можно показать, что в этом 
случае СКО фильтрации определяется выражением (справедли-
вым для ортогональных вейвлетов): 
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где 
iλε – ошибка оценивания i-го коэффициента разложения, 

участвующего в фильтрации сигнала. Величина  2
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где σ2 – дисперсия шума (погрешности) измерения. 

Заметим, что верхняя ветвь в выражении (3.1.6) определяет 
величину случайной ошибки отфильтрованного сигнала, нижняя 
ветвь – систематическую ошибку. Тогда с учетом (3.1.5) можно 
сделать вывод: при увеличении пороговой величины возрастает 
систематическая ошибка и уменьшается случайная ошибка. При 
уменьшении λ наблюдается обратная картина. Очевидно, что ес-
ли бы были априори известны коэффициенты разложения id  
точного сигнала  f, то можно решить вариационную задачу 

( )min
λ

λ∆                                       (3.1.7) 

и вычислить optλ , доставляющее минимум ( )λ∆ . Однако на 

практике такая информация отсутствует и поэтому приходится 
ограничиваться только некоторым алгоритмом выбора, который 
позволяет с приемлемой точностью оценить optλ . 

Для выбора порога λ в литературе предложено несколько 
алгоритмов, большая часть из которых рассматривается далее. 
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3.1.2. Реализация пороговых алгоритмов в пакете  
          MathCAD 
 

Программная реализация алгоритма вейвлет-фильтрации с 
задаваемым порогом λ  в виде подпрограмм-функций приведена 
в приложении.  

 
Обращение к подпрограммам-функциям имеет вид:  

( )1_ _ , , , ,fil wavD Filter H f J J waveletη λ ; 

( )1_ _ , , , ,fil wavD Filter S f J J waveletη λ . 

Формальные параметры: 
fη  – одномерный массив длиной 02 jN = , содержащий за-

шумленные значения функции; 
λ  – задаваемое значение порога; 

filJ  – максимальный уровень разложения при пороговой 

обработке детализирующих коэффициентов; 

wavJ  – уровень разложения в базисе вейвлет-функции (не-

обходимо выполнения неравенства 0fil wavJ J j≤ < ); 

wavelet – задает имя семейства вейвлет-функций. Напри-
мер, задав (8)daublet , имеем разложение в базисе ортогональ-
ных вейвлетов Добеши8. 

Результатом работы является массив длиной N, содержа-
щий сглаженные значения функции. 

Заметим, что в этих подпрограммах-функциях использова-
лись функции MathCAD, описанные в п. 1.3.3, находящиеся в 
файле Wavedef, который входит в состав пакета Wavelet Exten-
sion  системы компьютерной математики MathCAD14. 

В подпрограммах-функциях 1_ _D Filter H , 1_ _D Filter S , 
приведенных в приложении, порог λ одинаков для всех уровней 
разложения (т.е. задается глобальное значение порога). 

 



 98 

3.2. Выбор параметра пороговой функции 
 
Рассматриваются наиболее часто используемые алгоритмы 

выбора пороговой величины в однопараметрических пороговых 
функциях. 

 
3.2.1. Универсальный порог (UNIV-порог) 
Этот порог предложен в работах [40–42] и определяется для 

каждого j-го уровня разложения (т.е. является локальным поро-
гом) следующим выражением: 

2 lnUNIV
j jNλ σ= ,  (3.2.1) 

где jN  – число детализирующих коэффициентов на j-м уровне 

разложения. Таким образом, чем выше уровень разложения, тем 
меньше величина порога. Теоретическим обоснованием такого 
выбора может служить утверждение 3.2.1 [41, 42]. 

Утверждение 3.2.1. Предположим, что f(x) является кусоч-
ным полиномом на интервале [0, 1]. Тогда оптимальная величи-
на порога optλ  функции soft, минимизирующая СКО фильтрации 

( )
2ˆM f fλλ  ∆ = −

  
                        (3.2.2) 

при N → ∞  имеет порядок 

2 lnopt Nλ σ≈ .   ♣                       (3.2.3) 
 

В приложении приведен фрагмент документа MathCAD, 
содержащий текст подпрограммы-функции 1_ _D Filter Univ , 
которая осуществляет вейвлет-фильтрацию одномерного сигна-
ла с универсальным порогом jλ  (3.2.1). Обращение имеет вид:  

              ( )1_ _ , , , ,fil wavD Filter Univ f J J wavelet Numη . 
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Формальные параметры: 
fη  – одномерный массив длиной 02 jN = , содержащий за-

шумленные значения функции; 

filJ  – максимальный уровень разложения при пороговой 

обработке детализирующих коэффициентов; 

wavJ  – уровень разложения в базисе вейвлет-функций (не-

обходимо выполнения условия 0fil wavJ J j≤ < ); 

wavelet – задает имя семейства вейвлетов. Например, задав 
(8)daublet , получаем разложение в базисе ортогональных вейв-

летов Добеши8; 
Num – задает вид пороговой функции: если 1Num= , то 

функция hard; если 1Num> , то функция soft. 
Результатом работы является массив данной N, содержа-

щий  отфильтрованные значения функции. 
 
Внимание! Значение среднеквадратического отклонения σ, 

входящего в выражение (3.2.1), оценивается внутри описанной 
подпрограммы-функции. 

 

Вернемся к формуле (3.2.1), которая получена из условия 
минимума СКО формулы (3.2.2) при N → ∞ , т.е. носит асим-
птотический характер. На практике величина N конечна и во 
многих случаях не превосходит несколько сотен. Поэтому воз-
никает вопрос: насколько оптимален универсальный порог 

UNIV
jλ ? Для ответа на этот вопрос был проведен вычислительный 

эксперимент, описанный в следующем примере. 
 

Пример 3.2.1. Для зашумленной функции примера 2.1.1 с 
относительными ошибками 0.12ηδ =  и 0.025ηδ =  установить 

значение optβ  величины β, входящей в выражение 

 

2 lnj jNβλ β σ= ⋅ ⋅ ⋅ ,                         (3.2.4) 
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при котором достигается минимум относительной ошибки 

фильтрации ( )
ˆ

f

f f

f

β
δ β

−
= , где f̂β  – значение сглаженной 

функции при заданном значении β в формуле (3.2.4). 

Решение. Для вычисления optβ  были заданы 20 значений β 

из интервала [0.1, 2] и при этих значениях вычислялись относи-
тельные ошибки фильтрации. На рис. 3.4а приведены значения 
этих ошибок при использовании пороговой функции soft: 
сплошная кривая – 0.12ηδ = ; точечная кривая – 0.023ηδ = .  

На рис. 3.4б  приведены ошибки для пороговой функции hard с 
сохранением тех же обозначений. Значения координат экстре-
мальных точек приведены в табл. 3.1.  

Анализ табл. 3.1 показывает, что для функции soft необхо-
димо более чем в два раза уменьшить получаемые по формуле 
(3.1.4) значения UNIV

jλ , чтобы получить минимальные ошибки. 

Для функции hard уменьшение значения UNIV
jλ  незначительно.  

 
 

 
 
                       а)                                                б) 

 
Рис. 3.4. Графики относительной ошибки фильтрации  
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Таблица 3.1 

Функция soft Функция hard 
 

0.025ηδ =  0.12ηδ =  0.025ηδ =  0.12ηδ =  

optβ  0.401 0.463 0.857 0.851 

( )f optδ β  0.010 0.043 0.010 0.041 

 
Это хорошо иллюстрирует рис. 3.5, на котором приведены 

значения отфильтрованных функций (уровень шума 0.12ηδ = ): 

рис. 3.5а – с использованием функции soft; рис. 3.5б – с использо-
ванием функции hard. Для обеих функций β = 1, т.е. использова-
лись пороговые значения UNIV

jλ (см. формулу (3.2.1)). Завышен-

ные значения UNIV
jλ  функции soft (по сравнению с оптимальными) 

обусловили обнуление части информативных коэффициентов 
разложения, а это в свою очередь увеличило уровень системати-
ческой ошибки отфильтрованного сигнала (проявление эффекта 
Гиббса в особых точках сигнала  (см. рис. 3.5а).  ☻ 

 
 

                           а)                                                    б) 
 

Рис. 3.5. Фильтрация сигнала при  UNIV
j jλ λ=  
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Заметим, что порог UNIV
jλ  можно использовать и с функцией 

hard, и с функцией soft. По-видимому, это обстоятельство и оп-
ределило название порога – универсальный. Хотя проведенный 
вычислительный эксперимент примера 3.2.1 показал предпочти-
тельность функции hard. 

Если порог функции soft  одинаков для всех уровней разло-
жения (т.е. глобальный порог), то такая модификация в англоя-
зычной литературе получила название VisuShrink и пороговая 
величина определяется выражением 

2 ln ,UNIV Nλ σ=  

где N – число отсчетов фильтруемого сигнала. При фильтрации 
некоторых одномерных сигналов этот порог дает меньшую 
ошибку фильтрации по сравнению с порогами UNIV

jλ , вычисляе-

мыми для каждого уровня разложения.  

 
3.2.2. SURE-порог 

Это пороговое значение было предложено в работах  
[39, 67]. Идея заключается в нахождении величины λ, миними-
зирующей несмещенную оценку риска Стейна (SURE – Stein’s 
Unbiased Risk Estimation). Оценка риска для j-го уровня разло-
жения в случае σ2 = 1 определяется выражением 

( ) ( ) ( )2

, ,
1 1

min , 2
j jN N

j j j k j k
k k

SURE N d If dµ µ µ
= =

 = + − ≤
 ∑ ∑ɶ ɶ ,  (3.2.5) 

где If (условие) – условная функция, принимающая значение 1, 
если условие выполняется, и значение 0 – в противном случае; 

jN  – число коэффициентов j-го уровня разложения. Если 
2 1σ ≠ , то оценка риска имеет вид 



 103 

( )
2

,

1

,

1

min ,

2 .

j

j

N
j k

j j
k

N
j k

k

d
SURE N

d
If

µ µ
σ

µ
σ

=

=

  
  = + −
  

  

 
 − ≤
 
 

∑

∑

ɶ

ɶ
  (3.2.6) 

Пороговое значение на j-м уровне разложение определяется вы-
ражением 

SURE SURE
j jλ σ µ= ⋅ ,    (3.2.7) 

где SURE
jµ  – значение µ, доставляющее минимум функциона-

лу (3.2.6). Рекомендуется пороговую величину SURE
jλ  использо-

вать для функции  soft. 

В работе [42] для пороговой функции soft показано, что при 
выполнении условия 

( )3 22

2,

1

log1
1

jN
jj k

kj j

Nd

N Nσ=

  
 − ≤     

∑
ɶ

 

предпочтительнее вместо SURE
jλ  использовать универсальный 

порог UNIV
jλ . Такое объединение двух пороговых величин в одну 

процедуру оценивания коэффициентов j-го уровня разложения 
получило в зарубежной литературе обозначение SureShring. 

Для выбора величины глобального порога (т.е. одна поро-
говая величина для всех уровней разложения) можно использо-
вать следующую оценку риска: 

 

( ) ( ) ( )
22

2
, ,

1 1

1
min , 2

N N

j k j k
k k

SURE d If d
N N

σλ σ λ λ
= =

 = + − ≤
 ∑ ∑ɶ ɶ  
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и тогда пороговая величина  SUREλ  определяется из условия ми-
нимума функционала ( )SUREλ , т.е. 

argmin ( )SURE SUREλ λ= .                      (3.2.8) 
 
 
 

3.2.3. FDR-порог 
Применимо к задаче вычисления пороговой величины ме-

тод FDR (False Discovery Rate) был рассмотрен в работах  

[37, 53]. Пусть даны Nj коэффициентов ,j kdɶ  на j-м уровне раз-

ложения. Первоначально вычислим p-величины для каждого ко-

эффициента ,j kdɶ : 

,
2 1

j k

k

d
p

σ

  
  = − Φ

  
  

ɶ

,                         (3.2.9) 

где ( )Φ ⋅  – функция распределения нормированной нормально 

распределенной случайной величины ( )0,1N : 

( ) 21

2

x
tx e dt

π
−

−∞

Φ = ∫ .                      (3.2.10) 

Величину kp  можно трактовать как вероятность попадания слу-

чайной величины ( )0,1x N∼  в интервал 
,

,
j kd

σ

 
 ∞


 

ɶ

. Далее из ве-

личин kp  формируем вариационный ряд:  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1j jN N
p p p p

−
≤ ≤ ≤ ≤⋯ .  (3.2.11) 

Затем, начиная с k = 1, находим индекс m, как наибольшее из 
тех значений k, для которых выполняется неравенство  

( )k
j

k
p q

N
≤ ⋅ ,   (3.2.12) 
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где величина q  задается, как правило, равной 0.2, и ее можно 
трактовать как среднее значение доли коэффициентов разложе-
ния, ошибочно используемых в обратном вейвлет-преобра-
зовании (т.е. при построении отфильтрованной функции). Тогда 
порог, который будем обозначать как FDR

jλ , определяется выра-

жением  

( )1 1
2
mFDR

j

p
λ σ −  

= Φ −  
 

.  (3.2.13) 

Пороговую величину FDR
jλ  можно использовать для функ-

ций  hard,  soft. 

 
3.2.4. Bayes-порог 
Этот порог рекомендуется использовать с пороговой функ-

цией soft. Он определяется выражением [35, 36, 49] 

2

ˆ
j

B
j

d

σλ
σ

= ,                                (3.2.14) 

где ˆ
jdσ  – оценка среднеквадратического отклонения точных де-

тализирующих коэффициентов j-го уровня разложения, вычис-
ляемая по формуле 

1 2

2 2ˆ max ,0
j j

d d
σ σ σ

  = −  
  
ɶ .                  (3.2.15) 

Дисперсия 2

jd
σ ɶ  зашумленных коэффициентов разложения j-го 

уровня, определяется по формуле 

2 2
,

1

1 jN

j k
kjjd

d
N

σ
=

= ∑ɶ
ɶ .                           (3.2.16) 
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В ситуации, когда 2 2

jd
σ σ≤ɶ , имеем B

jλ = ∞  и все байесовские 

оценки 

, ,
ˆ ( , )B B

j k j k jd soft d λ= ɶ                         (3.2.17) 

на j-м  уровне разложения равны нулю. 

Величину порога (3.2.14) в зарубежных публикациях часто 
называют  BayesShrink. 

Замечание 3.2.1. Строго говоря, байесовская пороговая ве-
личина была получена для пороговой функции soft, но может 
использоваться и для функции hard.  ♦ 

 

Замечание 3.2.2. Все приведенные выше алгоритмы выбора 
пороговой величины требуют задания дисперсии шума измере-
ния σ2. Если дисперсия неизвестна, то рекомендуется обратить-
ся к оценке (2.3.11). ♦ 

 
3.2.5. GVC-порог 
 

На протяжении трех десятилетий для выбора параметра ре-
гуляризации при построении регуляризированных решений не-
корректных задач широко используется метод перекрестной 
значимости (cross validation method) [2, 10, 12, 17]. Этот метод 
применяется для выбора параметра сглаживания при построе-
нии сглаживающих сплайнов [2, 45] и для определения парамет-
ра сглаживания в алгоритмах Фурье-фильтрации [19]. Вариации 
этого метода для выбора порога в алгоритмах вейвлет-
фильтрации были предложены в работах [50, 51]. 

Величина порога GCVλ является одинаковой для всех уров-
ней разложения (т.е. глобальная пороговая величина) и опреде-
ляется из условия минимума функционала: 

 
 



 107 

2

2

0

1 ˆ

( )
( )

f f
NGCV

N

N

λ
λ

λ

−
=

 
  

ɶ

,                      (3.2.18) 

 

где 0( )N λ – число коэффициентов разложения ,j kdɶ , которые 

меньше порога λ, т.е. эти значения при обработке пороговыми 
функциями зануляются. 

Вычисление функционала (3.2.18) можно полностью осу-
ществить в пространстве коэффициентов вейвлет-разложения 
зашумленного сигнала, а именно: 

• для пороговой функции soft 

2 2
02

10
,

,( ) ( ( ))
( )

J

j
j r

j k

d

N
GCV d N N

N λ
λ λ λ

λ = <

 
 = + −
 
  

∑ ∑
ɶ

ɶ ;  (3.2.19) 

 

• для пороговой функции hard 

2
2

10
,

,( )
( )

J

j
j r

j k

d

N
GCV d

N λ
λ

λ = <

= ∑ ∑
ɶ

ɶ .            (3.2.20)  

 

Запись 2
,

,

j r

j rd

d
λ<

∑
ɶ

ɶ  обозначает суммирование только тех ко-

эффициентов ,j kdɶ , которые по модулю меньше λ. Как правило, 

порог GCVλ  используется для функции soft и поэтому в даль-
нейшем будем пользоваться выражением (3.2.19). 

 
Заметим, что при 0λ >  функционал ( )GCV λ  является не-

прерывным (по аргументу λ ) и для нахождения точки миниму-
ма GCVλ  функционала (3.2.19) можно использовать известные 
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методы минимизации нулевого порядка (например процедуру 
Фибоначчи). 

 

Пример 3.2.2. Для сигнала, точные значения которого изо-
бражены на рис. 2.1а, вычислить зависимости ( )GCV λ  и ( )fδ λ  

для двух уровней шума 0.023 и 0.12. 

Решение. Для 60 значений λ из интервала [0.001, 60] вычис-
лим сглаженную функцию (пороговая функция soft), найдем от-
носительную ошибку фильтрации и определим значение функ-
ционала ( )GCV λ . На рис. 3.6а показаны графики ( )GCV λ  (то-

чечная кривая) для относительного уровня шума 0.023ηδ = , а на 

рис. 3.6б  – 0.12ηδ = . Видно, что точка минимума ( )GCV λ  на-

ходится в области минимума относительной ошибки фильтра-
ции (на рисунках сплошная кривая). Аналогичная картина на-
блюдается и для hard (рис. 3.7). Таким образом, пороговые зна-
чения GCVλ  можно использовать в алгоритмах вейвлет-
фильтрации. ☻ 

 
 
 

 
 
       а)                                                   б) 

 
Рис. 3.6. Графики функционала ( )GCV λ  для функции soft 
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       а)                                                 б) 

 
Рис. 3.7. Графики функционала ( )GCV λ  для функции hard 

 
 

К преимуществам метода перекрестной значимости следует 
отнести отсутствие задания дисперсии σ2. Недостатками явля-
ются:  

• пологая левая ветвь графика функционала ( )GCV λ  и 
наличие нескольких локальных минимумов существенно 
усложняют вычисление GCVλ  численными методами; 

• даже небольшая корреляция соседних проекций вектора 
шума η  (коэффициент корреляции по модулю 0.2 и вы-
ше) приводит к существенному уменьшению пороговых 
величин GCV

jλ , что вызывает неполное сглаживание шу-

ма алгоритмами вейвлет-фильтрации. 
Отмеченные недостатки не лишают метод перекрестной 

значимости права использовать его для вычисления пороговых 
значений как основного, так и альтернативного метода в алго-
ритмах вейвлет-фильтрации. 
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Можно сказать, что определенным недостатком изложенно-
го варианта метода GCV  также является вычисление глобаль-
ной пороговой величины. Это можно преодолеть задав зависи-
мость локальных порогов от одного параметра, который можно 
вычислить используя метод GCV . Например, 

( ) 2ln( )j jNλ β β= ⋅ ,                      (3.2.21) 

где параметр β будет вычисляться исходя из минимума функ-
ционала  

2

2

0

1 ˆ

( )
( )

f f
NGCV

N
N

β
β

β

−
=

 
  

ɶ

,                   (3.2.22) 

 

где 0( )N β  – число коэффициентов разложения ,j kdɶ , которые 

при обработке пороговыми функциями зануляются. 
Вычисление функционала (3.2.22) можно полностью осу-

ществить в пространстве коэффициентов вейвлет-разложения 
зашумленного сигнала (так же, как и функционала (3.2.18)), а 
именно: 

• для пороговой функции soft 

2 2
02

10
,

,( ) ( ( ))
( )

j

J

j j j
j

j k

j k

d

N
GCV d N N

N λ
β λ λ

β = <

  
  = + −  
    

∑ ∑
ɶ

ɶ ;  (3.2.23) 

 
• для пороговой  функции hard 

2
2

10
,

,( )
( )

j

J

j
j k

j k

d

N
GCV d

N λ
β

β = <

= ∑ ∑
ɶ

ɶ .            (3.2.24)  
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Запись 2
,

, j

j k

j kd

d
λ<

∑
ɶ

ɶ  обозначает суммирование только тех коэффи-

циентов ,j kdɶ , которые по модулю меньше порога jλ , jN  – об-

щее число обрабатываемых коэффициентов разложения на j-м 
уровне, 0( )jN λ  – число коэффициентов на j-м уровне, которые 

меньше порога jλ  (и поэтому зануляемых). 

Как правило, порог GCVλ  используется для функции soft и 
поэтому в дальнейшем будем пользоваться выражениями 
(3.2.19) или (3.2.23). 

 
Сравнение приведенных алгоритмов выбора пороговых  

величин по ошибке фильтрации будет выполнено позже  
(см. п. 3.3.4). 

 
 
3.3. Выбор пороговых значений на основе критерия  

оптимальности 
 
3.3.1. Критерий оптимальности линейного алгоритма  
          фильтрации 
Этот критерий был использован для выбора параметра сгла-

живания в линейных алгоритмах Фурье-фильтрации (см. напри-
мер, [19]) и для выбора параметра регуляризации в линейных ре-
гуляризирующих алгоритмах решения некорректных задач (на-
пример [2, 4, 12, 17, 54]). Пороговые алгоритмы вейвлет-
фильтрации в общем случае не являются линейными. Однако 
попытаемся использовать этот критерий для нахождения поро-
говой величины λ.  

Кратко изложим основные положения этого критерия. 

Используя векторные обозначения, представим результат 
фильтрации алгоритмом T (матричный оператор соответствую-
щей размерности) в виде 

T̂f Tf= ɶ ,                                     (3.3.1) 
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а среднеквадратическую ошибку фильтрации такого алгоритма 
определим функционалом 

( )
2

T̂T M f f ∆ = −  
,                        (3.3.2) 

где f  – вектор, составленный из значений не зашумленной 
функции (вектор точных значений). Требуется определить оп-
тимальный оператор сглаживания optT , доставляющий минимум 

( )T∆  среди всех других линейных операторов сглаживания ви-

да (3.3.1). Без доказательства (оно имеется в монографии  
[19, с. 39–41]) приведем следующее утверждение, в котором ис-

пользуются обозначения: ( ) T
e T TV T M e e =    – матрица вторых 

моментов случайного вектора невязки ˆ
T Te f f= −ɶ ; 

( )E T I T= −  – оператор невязки, позволяющий представить Te  

в виде ( )Te E T f= ɶ , TV Mη ηη =    – ковариационная матрица 

случайного вектора  шума измерения  .η   

Утверждение 3.3.1. Необходимым и достаточным условием 
оптимальности линейного оператора фильтрации T, строящего 

Tf T f= ɶ , где f f η= +ɶ , является матричное тождество 

                            ( ) ( )T
eV T V E Tη= ,                   (3.3.3) 

где  Vη  – ковариационная матрица вектора  η .  ♣ 

Заметим, что в это условие не входит априорная информа-
ция о неизвестном векторе f в виде матрицы вторых моментов 

T
fV f f=  вектора f. 

Соотношение (3.3.3) трудно использовать для априорного 
построения оптимального оператора фильтрации optT , так как 

оно включает вектор невязки, определяемый по построенному 
оператору T. Однако его можно использовать для ответа на во-
прос: оптимален или нет построенный оператор фильтра-
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ции T ? Поэтому соотношение (3.3.3) можно рассматривать как 
критерий оптимальности фильтрующего оператора T. 

Применение изложенного выше критерия оптимальности 
для вычисления optλ  параметрического оператора фильтрации 

( )T λ  (фильтрующие свойства которого зависят от некоторого 

параметра λ) связано с двумя трудностями. 
Во-первых, оценка матрицы вторых моментов ( )eV λ , вы-

численная по одной реализации вектора невязки 

( )ˆe f f f T fλ λ λ= − = −ɶ ɶ ɶ , непригодна для проверки тождества 

(3.3.3) из-за малой точности оценивания.  

Во-вторых, в силу параметризации оператора T условие 
(3.3.3) становится только достаточным. Действительно, найдет-
ся величина λ, доставляющая минимум СКО, но при этом λ не 
будет точно выполняться тождество (3.3.3). Следовательно, це-
лесообразно в качестве optλ  взять такое значение Wλ , при кото-

ром принимается основная статистическая гипотеза: 

                    ( ) ( )0 : T
eH V V Eηλ λ= .                        (3.3.4) 

В качестве альтернативной гипотезы примем   

                         ( ) ( )1 : T
eH V V Eηλ λ≠ .                        (3.3.5) 

Эта гипотеза принимается, если невыполнение тождества (3.3.4) 
обусловлено не случайными ошибками, возникающими из-за 
оценивания ( )eV λ  по одной реализации, а систематическими, 

обусловленными не оптимальностью параметра сглаживания. 
Таким образом, значение Wλ  можно рассматривать как оценку 

оптимального параметра сглаживания optλ . 

Для проверки гипотезы (3.3.4) введем статистику [2, 4,  
10, 12] 

                     ( ) ( ) 1T T
W e V E eλ η λρ λ λ

−
 =   .               (3.3.6) 
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Существование матрицы ( ) 1TE λ
−

    позволяет переписать ( )Wρ λ  

в виде 

                             ( ) 1T
W f V eη λρ λ −= ɶ .      (3.3.7)  

В качестве оценки для оптимального параметра сглажива-
ния optλ  принимается значение wλ , при котором случайная ве-

личина  

( ) 2
1

N

W
i

iif eλρ λ
σ=

=∑
ɶ

                            (3.3.8) 

 
попадает в интервал 

                              
, 1 ,

2 2

, ,
N Nγ γϑ ϑ

−

 
 
 

                            (3.3.9) 

 

где ˆ
ii i

e f fλ λ= −ɶ  – i-я проекция вектора невязки eλ , 

, 1 ,
2 2

,
N Nγ γϑ ϑ

−
– квантили 2χ -распределения с числом степеней 

свободы N уровней 
2

β
, 1

2

β−  соответственно (обычно вероят-

ность ошибки первого рода 0.05β = );  

N – число измеренных значений if
ɶ . 

 
3.3.2. Выбор глобального порога  на основе критерия  
          оптимальности 
 

Первоначально рассмотрим оценивание глобального порога 
λ (т.е. одной пороговой величины для всех уровней разложения) 
на основе критерия оптимальности.  

Можно показать, что при использовании ортогональных 
вейвлет-функций статистика ( )Wρ λ  (см. формулу (3.3.8)) вы-

числяется через коэффициенты вейвлет-разложений [21, 61]: 
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• для функции soft 

( )

0

0

, , ,
1

2

( ( ; ))
j J

j k j k S j k
j j k

W

d d T d λ
ρ λ

σ

+

= +

−
=
∑ ∑ ɶ ɶ ɶ

;            (3.3.10) 

• для функции hard 

( )

0

0

, , ,
1

2

( ( ; ))
j J

j k j k H j k
j j k

W

d d T d λ
ρ λ

σ

+

= +

−
=
∑ ∑ ɶ ɶ ɶ

.      (3.3.11) 

В качестве оценки для оптимальной величины optλ  (при ко-

торой СКО фильтрации пороговыми алгоритмами минимальна) 
примем значение Wλ , при котором ( )Wρ λ  попадает в интер-
вал (3.3.9). 

Замечание 3.3.1. Если 30N > , то границы интервала (3.3.9) 
при β = 0.05 можно вычислить по формулам: 

0.25, 1.96 2N N Nϑ = − ,  0.975, 1.96 2N N Nϑ = + .  ♦   (3.3.12) 

Пример 3.3.1. Для сигнала, точные значения которого изо-
бражены на рис. 2.1а, вычислить зависимости ( )Wρ λ  и ( )fδ λ  

для двух уровней шума 0.023 и 0.12 и пороговой функции soft. 

Решение. Для 60 значений λ  из интервала [0.001, 60] вы-
числим сглаженную функцию (пороговая функция soft), найдем 

относительную ошибку фильтрации ˆ( )f f f fλδ λ = −  и оп-

ределим значение ( )Wρ λ . На рис. 3.8а показаны графики ( )Wρ λ  

(точечная кривая) для относительного уровня шума 0.023ηδ = , а 

на рис. 3.8б – 0.12ηδ = . Здесь же показаны (штриховыми ли-

ниями) границы интервала (3.3.9), которые вычислялись по фор-
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мулам (3.3.12). Видно, что значения λ, при которых ( )Wρ λ  по-

падает в интервал (3.3.9) (т.е. значения Wλ ) соответствуют ми-
нимуму относительной ошибки фильтрации (на рис. 3.8 сплош-
ная кривая). Таким образом, пороговые значения Wλ  являются 

хорошими оценками для optλ . ☻ 

Заметим, что вычисление Wλ  сводится к решению нелиней-
ного уравнения 

( )W mρ λ = ,                              (3.3.13) 

где для одномерного сигнала m N=  – число значений фильт-
руемого сигнала. Однако итерационный процесс прекращается, 

как только ( )( )n
Wρ λ  попадает в интервал (3.3.9). Число итера-

ций, необходимых для этого, гораздо меньше, чем при поиске 
корня нелинейного уравнения с заданной точностью 

8 610 ,10ε − − ∈   . Это обусловливает возможность эффективно 

использовать «медленные» итерационные алгоритмы (напри-
мер, метод дихотомии – деление отрезка пополам). 

 
         а)                                                  б) 

Рис. 3.8. Графики функционала ( )Wρ λ  для функции soft 
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3.3.3. Выбор локальных пороговых величин  на основе  
          критерия оптимальности 

Учитывая асимптотическую оптимальность универсального 

порога U
jλ , величину локального порога на каждом j-м уровне 

разложения будем задавать выражением [19, 21]: 

                   ( ) 2 ln( )j j jN cλ β β β= ⋅ = ⋅ .                      (3.3.14) 

Необходимо построить оценку для величины optβ , которая ми-

нимизирует СКО фильтрации при использовании пороговых ве-
личин (3.3.14).  

Можно показать, что при использовании ортогональных 
вейвлетов критерий ( )Wρ β  вычисляется через коэффициенты 

вейвлет-разложения: 

• для функции soft 

( )
0

0

, , ,2
1

1
( ( , ( )))

j J

W j k j k j k j
j j k

d d soft dρ β λ β
σ

+

= +

= ⋅ ⋅ −∑ ∑ ɶ ɶ ɶ ; 

• для функции hard 

( )
0

0

, , ,2
1

1
( ( , ( )))

j J

W j k j k j k j
j j k

d d hard dρ β λ β
σ

+

= +

= ⋅ ⋅ −∑ ∑ ɶ ɶ ɶ . 

В качестве оценки для optβ  принимается величина Wβ , для 

которой выполняется неравенство 

( ), 2 ,1 2m W W mγ γϑ ρ β ϑ −≤ ≤ .                 (3.3.15) 

Тогда локальные пороговые величины, вычисленные на основе 
критерия оптимальности, определяются выражением  

2 ln( )W
j W jNλ β= ⋅ .                       (3.3.16) 
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Рассмотрим свойства критерия ( )Wρ β . Выполнив неслож-

ные преобразования, можно ( )Wρ λ  переписать в виде: 

• для функции soft 

0 0

0 0 ,,

2 2
, ,2

1 1

1
( )

j k jjj k

j J j J

W j k j k j
j j j j d cd c

d d c
ββ

ρ β β
σ

+ +

= + = + > ⋅≤ ⋅

 
 = + ⋅
 
 

∑ ∑ ∑ ∑
ɶɶ

ɶ ɶ ; 

• для функции hard 
0

0 ,

2
,2

1

1
( )

jj k

j J

W j k
j j d c

d
β

ρ β
σ

+

= + ≤ ⋅

= ∑ ∑
ɶ

ɶ , 

где запись 
0

0 ,

2
,

1
jj k

j J

j k
j j d c

d
β

+

= + ≤ ⋅
∑ ∑

ɶ

ɶ  означает суммирование только тех 

коэффициентов ,j kdɶ , которые по абсолютной величине меньше 

или равны 
j

cβ ⋅ . Видно, что статистика ( )Wρ β  для функции 

soft является непрерывной функцией параметра  β, в то же время 

( )Wρ β  для функции hard может иметь разрывы первого рода 

при небольшом числе измерений и небольшом уровне шума.  

Заметим, что вычисление Wβ  сводится к решению нели-
нейного уравнения 

( ) ,W mρ β =                                (3.3.17)  

где m N=  – число значений фильтруемого сигнала. Однако 

итерационный процесс прекращается, как только ( )( )n
Wρ β  по-

падает в интервал , 2 ,1 2,m mγ γϑ ϑ −   . Количество итераций, необ-

ходимых для этого, гораздо меньше, чем при поиске корня не-

линейного уравнения с заданной точностью 8 610 ,10ε − − ∈   . Это 

обусловливает возможность эффективно использовать «медлен-
ные» итерационные алгоритмы (например, метод дихотомии – 
деление отрезка пополам). 
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Утверждение 3.3.2. Если  

2
,1 /22

1

1
( )

N

W i m
i

f βρ ϑ
σ −

=

∞ = >∑ ɶ ,      (3.3.18) 

где 
,

2
Nγϑ – квантиль 2χ -распределения с числом степеней сво-

боды N уровня 
2

γ
, то существует конечное значение Wβ , для 

которого выполняется неравенство  (3.3.15). 

Доказательство. Если выполняется условие (3.3.18), то 
точка β = ∞  может рассматриваться как верхняя граница интер-
вала локализации корня уравнения (3.3.17). Если 0β → , то 

( ) 0Wρ β → и 0β =  может рассматриваться как нижняя граница 

интервала локализации. Таким образом, при выполнении усло-
вия (3.3.18) обязательно существует хотя бы одно значение 
0 β≤ < ∞ , для которого ( )Wρ β  удовлетворяет условию (3.3.15). 

Невыполнение условия (3.3.18) означает, что значения 

if
ɶ обусловлены только шумом iη , т.е. значения точной функ-

ции ( ) 0if x ≡ . В этом случае Wβ = ∞  и сглаженные значения 
ˆ 0.if ≡  ♣ 

Заметим, что изложенный алгоритм построения оценки 

Wβ  для optβ  легко обобщается для вейвлет-фильтрации изобра-

жений. В этом случае число степеней свободы m (см. форму-
лу (3.3.17)) определяется как x ym N N= ⋅ , где ,x yN N  – размеры 

фильтруемого изображения. 
 

Замечание 3.3.2. Приведенный алгоритм вычисления Wβ  
требует задания дисперсии шума измерения σ2. Если дисперсия 
неизвестна, то рекомендуется обратиться к оценке (2.3.11). ♦ 
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3.3.4. Результаты вычислительного  
эксперимента 

 

Для исследования оптимальности построенной оценки Wβ  
был выполнен обширный вычислительный эксперимент по 
вейвлет-фильтрации сигналов и изображений. Приведем и обсу-
дим только некоторые результаты вейвлет-фильтрации изобра-
жений, уделяя также внимание на оптимальность других (рас-
смотренных в п. 3.2) пороговых величин. 

В качестве тестовых изображений были взяты два изобра-
жения LENA и TARGET размером 256×256 пикселей, приве-
денных на рис. 3.9.  

 

   
 
               а)                                                     б) 
 

Рис. 3.9. Тестовые  изображения: 
а – LENA; б – TARGET 

 
 
По статистической природе моделируемого шума измере-

ния выполненный вычислительный эксперимент можно условно 
разделить две серии: 
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• Белый шум измерения. Двумерный шум измерения 
1 2,i iη  

имеет нулевое среднее, одинаковую дисперсию σ2 для всех 
1 2,i iη  

и соседние отсчеты шума не коррелированны друг с другом, т.е. 
шум измерения являлся «белым». 

• Цветной шум измерения. Двумерный шум измерения 

1 2,i iη  имеет нулевое среднее, одинаковую дисперсию σ2 и сосед-

ние отсчеты шума коррелированны друг с другом с коэффици-
ентом корреляции 0.2, т.е. шум измерения являлся «цветным». 

В экспериментах интенсивность шума задавалась по отно-
сительному уровню шума  

                              F
F F

F
δ

−
=
ɶ

,                              (3.3.19) 

где ⋅  – обозначает евклидову норму матрицы, а матрицы ,F Fɶ  
размером 256×256 пикселей составлены из значений точного и 
зашумленного изображений соответственно, при этом диспер-

сия шума σ2 определялась выражением 
2

2 max( )

2
F Fδσ ⋅ =   

. 

Однако во всех экспериментах при выборе пороговых величин  
дисперсия σ2 считалась неизвестной (эта ситуация часто имеет 
место на практике), и она оценивалась с использованием выра-
жения (2.3.11). 

Первоначально исследуем  свойство оптимальности оценки 

Wβ . Точность  фильтрации определим относительной ошибкой: 

ˆ
( )

F F

F

βδ β
−

= ,                              (3.3.20) 

где F̂β  – результат вейвлет-фильтрации с локальными порогами 

(3.3.14) при заданной величине β. На рис. 3.10  показаны значе-
ния ( )Wρ β (кривая 1) для функции hard (рис. 3.10а) и функции 
soft (рис. 3.10б), которые были вычислены при вейвлет-
фильтрации изображения LENA, искаженного «белым» шумом 
с относительным уровнем 0.10Fδ = .  
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а) 

 
б) 

Рис. 3.10. Графики  функций  ( )Wρ β  и  ( )δ β  
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На рис. 3.10 показаны значения относительной ошибки  
фильтрации (кривые 2) и величины ,0.025 ,0.975,m mϑ ϑ  при 

256 256 65536m = ⋅ =  (прямые линии 3), которые из-за масштаба 
рисунка слились в одну прямую. Видно, что точка пересечения 

( )Wρ β  с прямой 3 (т.е. значение Wβ ) соответствует области 

минимума относительной ошибки фильтрации ( )δ β .  
Следовательно, можно сделать вывод о приемлемой точно-

сти оценки Wβ  для оптимальной величины optβ . Этот вывод 

также подтверждается приводимыми ниже результатами друго-
го вычислительного эксперимента.  

В следующем вычислительном эксперименте сравнивались 
ошибки вейвлет-фильтрации при использовании четырех поро-

говых величин:  U
jλ , S

jλ , B
jλ , W

jλ (см. п. 3.2) при трех уровнях  

шума 0.05, 0.10, 0.15. В качестве критерия точности фильтрации 
была принята средняя относительная ошибка (СОО), опреде-
ляемая выражением 

                           
ˆ

ˆ( )
F F

F M
F

λ
λδ

 −
 =
 
 

,                     (3.3.21) 

где математическое ожидание берется по распределению матри-
цы случайного шума η. Выборочная оценка математического 

ожидания вычислялась по 30 изображениям  ( )ˆ lFλ , где ( )ˆ lFλ  – ре-

зультат фильтрации изображения ( ) ( )l lF F η= +ɶ , ( )lη – l-я  реали-
зация матрицы шума.  

В качестве минимальной СОО minδ  была принято СОО 
вейвлет-фильтра с пороговой величиной:  

 

( ) 2 ln( )OPT
j j opt opt jNλ λ β β= = ⋅ , 
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в которой оптимальное значение optβ  определялось из условия 

минимума СКО фильтрации для каждой реализации ( )lFɶ . Это 
возможно так, как в вычислительном эксперименте точное изо-
бражение F известно (оно задается). Очевидно, что на практике 
такое определение optβ  нереализуемо, но minδ  может служить  

базовым «ориентиром» при сравнении СОО вейвлет-фильтра-
ции, использующие другие пороговые величины. Для этого оп-
ределим коэффициент эффективности 

min

ˆ( )
E

Fλ

δ
δ

= .                              (3.3.22) 

Очевидно, чем больше Е отклоняется от единицы в меньшую 
сторону, тем больше проигрыш по точности соответствующего 
алгоритма вейвлет-фильтрации по сравнению с алгоритмом 
вейвлет-фильтрации, использующего оптимальную пороговую 
величину OPT

jλ . 

В табл. 3.1 приведены значения коэффициента эффективно-
сти Е для четырех пороговых величин: U

jλ , S
jλ , B

jλ , W
jλ , ис-

пользуемых при фильтрации изображения LENA. Строки с бук-
вой H соответствуют функции hard, с буквой S  – функции soft. 
Видно, что использование пороговой величины  U

jλ  приводит к 

значительному (в 1.5–2 раза) увеличению СОО (особенно для 
функции soft). Пороги B

jλ , S
jλ  также имеют СОО на 10–25 %  

выше minδ  (в зависимости от используемой функции hard или 

soft), пороговое значение W
jλ  дает самый наименьший проиг-

рыш по точности как при использовании функции hard, так и 
при использовании  soft.  

В табл. 3.2 приведены значения коэффициента эффективно-
сти Е при фильтрации изображения TARGET. Анализ данных 
таблицы позволяет сделать выводы, аналогичные табл. 3.1, но 
дополнительно следует отметить увеличение СОО при исполь-
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зовании байесовского порога  B
jλ  (составляет 15–30 %). Лучшие 

результаты имеет пороговая величина W
jλ .  

Результаты, полученные при фильтрации изображений, ис-
каженных цветным шумом (коэффициент корреляции между со-
седними значениями шума равен 0.2) характеризуют небольшое 
уменьшение коэффициента эффективности (порядка 3–8 %), но 
соотношение коэффициента Е для разных пороговых величин 
такое же, как и при фильтрации белого шума. 

 
Таблица 3.1 

Относительный уровень шума Пороговые 
величины 0.05 0.10 0.15 

H 0.681 0.786 0.798 U
jλ  

S 0.444 0.561 0.632 
H 0.803 0.812 0.814 S

jλ  
S 0.857 0.923 0.946 
H 0.854 0.859 0.861 B

jλ  
S 0.861 0.855 0.880 
H 0.928 0.975 0.995 W

jλ  
S 0.991 0.993 0.998 

                                                                                                                      
                                                                                Таблица 3.2 

Относительный  уровень  шума Пороговые 
величины 0.050 0.100 0.150 

H 0.725 0.742 0.786 U
jλ  

S 0.443 0.536 0.610 
H 0.766 0.795 0.782 S

jλ  
S 0.887 0.923 0.936 
H 0.675 0.721 0.807 B

jλ  
S 0.681 0.723 0.824 
H 0.906 0.934 0.963 W

jλ  
S 0.966 0.992 0.996 
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По-видимому, при фильтрации других изображений коли-
чественные значения ошибок алгоритмов вейвлет-фильтрации 
будут другими, но «иерархия» рассмотренных и предложенных 
пороговых величин по точности фильтрации сохранится. Этот 
вывод основан на приведенных результатах фильтрации суще-
ственно отличающихся изображений – «гладкого» LENA и 
«контрастного» TARGET. Поэтому в качестве наилучшей поро-
говой величины в пороговых алгоритмах обработки коэффици-
ентов разложения зашумленных сигналов и изображений, целе-
сообразно использовать пороговую величину W

jλ , определяе-

мую выражением (3.3.16) и найденную с использованием кри-
терия оптимальности.  

  
3.3.5. Реализация пороговых алгоритмов 
           вейвлет-фильтрации в MathCAD 
 

В приложении приведен текст подпрограммы-функции 
1_ _ allD Filter λ , которая реализует алгоритм вейвлет-

фильтрации одномерных сигналов с порогом Wλ , а также тексты 

программных модулей, используемых 1_ _ allD Filter λ . 

Обращение к подпрограмме-функции 1_ _ allD Filter λ  име-
ет вид: 

1_ _ ( , , , , )all fil wavD Filter f J J wav Numηλ . 

Формальные параметры: 
fη  – одномерный массив длиной 02 jN = , содержащий за-

шумленные значения функции; 

filJ  – максимальный уровень разложения при пороговой 

обработке детализирующих коэффициентов; 

wavJ  – уровень разложения в базисе вейвлет-функций (не-

обходимо выполнение условия 0fil wavJ J j≤ < ); 

wav – задает имя семейства вейвлетов. Например, задав 
(8)daublet , получаем разложение в базисе ортогональных вейв-

летов Добеши8; 
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Num – задает вид пороговой функции: если 1Num= , то 
функция hard; если 1Num> , то функция soft. 

 
Результатом работы является массив данной N, содержа-

щий отфильтрованные значения функции. 
 
Внимание! Значение дисперсии σ2, входящего в выражения 

(3.3.10), (3.3.11), оценивается внутри описываемой подпрограм-
мы-функции. 

 
Изложенные алгоритмы вычисления пороговых значений 

достаточно просто обобщаются для выбора порогов в алгорит-
мах вейвлет-фильтрации изображений. 

 
 
3.4. Выбор параметров двухпараметрических   

пороговых функций 
 
Предлагается алгоритм оценивания оптимальных парамет-

ров двухпараметрических пороговых функций из условия ми-
нимума СКО фильтрации на основе критерия оптимальности, 
изложенного в п. 3.3. 

 
3.4.1. Пороговые функции с двумя параметрами 
 

Ранее (см. п. 3.1) обсуждались недостатки пороговых функ-
ций hard и soft. Основные из которых: 

• в функции soft  из-за уменьшения амплитуды коэффици-
ента разложения на величину λ возможно сглаживание (размы-
тие) контрастных элементов обрабатываемого сигнала, особенно 
при больших λ; 

• в функции hard наличие разрыва в окрестности точки λ в 
определенной степени обуславливает появление осцилляций 
(эффекта Гиббса) в особых точках сигнала.  

Для преодоления этих недостатков в литературе (например, 
[38]) были предложены двухпараметрические функции, среди 
которых наиболее часто упоминается пороговая функция вида  
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(в зарубежной литературе она получила название firm или semi-
soft): 

 ( ) ( ) ( )
1

2 1

1 2 1 2
2 1

2

0,если ;

, , ,если ;

, если ,

F

d

d
T d sign d d

d d

λ

λ λ
λ λ λ λ

λ λ

λ

 ≤

 −= < ≤ −
 >


ɶ

ɶ
ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ

   (3.4.1)             

которая включает уже две пороговые величины  λ1, λ2. График 
этой функции приведен на рис. 3.11 (сплошная линия). Для 
сравнения с однопараметрическими пороговыми функциями 
здесь же приведены графики функции hard (штриховой график) 
и функции  soft  (точечный график). 
 

 
 

Рис. 3.11.  Графики пороговых функций 
 
 

Из графика видно, что в пороговой функции  firm отсутст-
вуют (в определенной степени) недостатки функций hard, soft. 
Предпочтительный выбор функции firm обусловлен также ее 
лучшими статистическими характеристиками. Так в работе [38], 
была получена аналитическая зависимость величины средне-
квадратической ошибки 
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( )2
( ) ( )R M Tλ λθ θ θ = −

  
ɶ ,                         (3.4.2) 

как функции оцениваемого коэффициента разложения, если за-

шумленный (обрабатываемый) коэффициент θɶ  имеет нормаль-
ное распределение  ( ,1)Nθ θɶ ∼ . В верхнем ряду рис. 3.12 приве-
дены графики пороговых функций, а в нижнем – соответствую-
щие графики ( )Rλ θ . При этом задавались следующие порого-
вые величины: функция hard – 3.312λ = ; soft – 2.045λ = ;  
firm – 1 22.331, 7.259λ λ= = . 

 

 
 

Рис. 3.12. Графики пороговых функций и функций  ( )Rλ θ  
 



 130 

Анализ графиков показывает: 
• влияние формы пороговой функции на характер и вели-

чину  ошибки ( )Rλ θ ; 

• функция firm имеет меньшие значения ошибки ( )Rλ θ . 
 

Все это позволяет сделать вывод о предпочтительности ис-
пользования пороговой функции firm при построении порого-
вых алгоритмов вейвлет-фильтрации. 
 

Однако функция firm включает две пороговые величины λ1, 
λ2, которые играют роль управляющих параметров, существенно 
влияющих на ошибку фильтрации. При заниженных значениях 
λ1, λ2 часть шумовых коэффициентов разложения не зануляются 
и результат обратного вейвлет-преобразования (отфильтрован-
ная функция) может содержать значительный остаточный шум, 
т.е. функция не достаточно сглажена. При завышенных порогах 
λ1, λ2 зануляются информативные коэффициенты и результат 
фильтрации оказывается переглаженным. 

 
3.4.2. Выбор двух пороговых величин на основе критерия  
          оптимальности 
 

Заметим, что для двухпараметрических пороговых функций 
в литературе (как отечественной, так и зарубежной) отсутство-
вали  алгоритмы выбора порогов λ1, λ2, позволяющие с прием-
лемой точностью оценить оптимальные пороги λopt1, λopt2, кото-
рые минимизируют СКО фильтрации. Для решения задачи оце-
нивания λopt1, λopt2 в пионерских работах [22, 63] был успешно  
использован критерий оптимальности. Следуя этой работе, при-
ведем основные построения алгоритма оценивания λopt1, λopt2. 

Перейдем к оцениванию оптимальных порогов функции 
(3.4.1). По аналогии с порогом (3.3.14) представим λ1, λ2 в виде  

( ) ( )1 2 ln jNλ β β= ⋅ ;                         (3.4.3) 

( ) ( )2 , 2 ln jC C Nλ β β= ⋅ ,                     (3.4.4)  
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где множитель С > 1 следует из неравенства λ2 > λ1 для функ-
ции (3.4.1). Таким образом, следует построить оценки Wβ , WC  

для оптимальных значений optβ , optC , при которых СКО фильт-

рации минимальна. Введем критерий 

( ) ( ),2
1

1
,

N

W iC i
i

C e fβρ β
σ =

= ⋅∑ ɶ ,                  (3.4.5) 

где ( ),C ieβ  – проекции вектора невязки ( ) ( ), ,C Ce f fβ β= −
⌢

ɶ ; ( ),Cf β

⌢
 – 

вектор фильтрованных значений, вычисленных с использовани-
ем порогов (3.4.3), (3.4.4). В качестве оценок для соответствую-
щих оптимальных порогов примем такие значения Wβ WC , ко-
торые удовлетворяют неравенству 

              ( ), 2 ,1 2,m W W W mCγ γϑ ρ β ϑ −≤ ≤ ,                (3.4.6) 

Для вычисления значений Wβ , WC  вместо решения нели-
нейного уравнения 

( ),W C mρ β = ,                                (3.4.7) 

включающего две неизвестные величины β, C, рассмотрим зада-
чу минимизации функционала 

( ) ( ) 2
, ,WF C C mβ ρ β= − .                      (3.4.8) 

Заметим, что решение этой задачи всегда существует и для 
его нахождения можно использовать известные процедуры ми-
нимизации. В качестве Wβ , WC  принимается такой элемент 

( ) ( ){ },n nCβ  минимизирующей последовательности, для которого 

выполняется неравенство (3.4.6). 
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Можно показать, что при использовании ортогональных 
вейвлетов критерий ( ),W Cρ β  вычисляется через коэффициенты 

вейвлет-разложения: 

( ) ( ) ( )( )( )0

0

, , , 1 22
1

1
, , , ,

j J

W j k j k F j k
j j k

C d d T d Cρ β λ β λ β
σ

+

= +

= ⋅ −∑ ∑ ɶ ɶ ɶ .   (3.4.9) 

Это позволяет находить значения критерия (при реализации 
процедуры минимизации) в пространстве коэффициентов вейв-
лет-разложения, а затем (при найденных Wβ , WC  и вычислен-

ных ,
ˆ

j kd ) только один раз выполнить обратное вейвлет-

преобразование и получить сглаженные значения функции. 

Отметим некоторые свойства ( ),W Cρ β , которые следуют 

из (3.4.9): 
• все слагаемые, входящие в формулу (3.4.9), не отрица-

тельны (могут изменяться от 0 до 2
,j kdɶ ) и поэтому ( ), 0W Cρ β ≥ ; 

• при 0β →  и C < ∞  справедлив предел ( ), 0W Cρ β → ; 

• при β → ∞  и C < ∞  справедлив предел  

( )
0

0

22
,2 2

1

1 1
,

j J

W j k
j j k

C d fρ β
σ σ

+

= +

→ =∑ ∑ ɶ ɶ .             (3.4.10) 

Последнее равенство имеет место для ортогональных вейв-
летов при соответствующей нормировке базисных функций. Два 
последних свойства обусловливают следующее утверждение. 

Утверждение 3.4.1. Если выполняется неравенство 

( ) 2
,1 22

1

1
,

N

W m
i

C f γρ ϑ
σ −

=

∞ = >∑ ɶ ,             (3.4.11) 

то существуют конечные значения Wβ , WC , для которых вы-
полняется неравенство (3.4.6). ♣ 
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Невыполнение условия (3.4.11) означает, что значения 

i if η=ɶ , т.е. 0if ≡ . В этом случае Wβ = ∞  и сглаженные значе-

ния равны 0. 
Заметим, что изложенный алгоритм построения оценки Wβ , 

WC  легко обобщается для вейвлет-фильтрации изображений.  
В этом случае число степеней свободы m (см. неравенст-
во (3.4.6)) определяется как x ym N N= ⋅ , где ,x yN N  – размеры 

фильтруемого изображения. 

Существенной чертой приведенного алгоритма вычисления 

Wβ , WC  является использование дисперсии шума 2σ . На прак-
тике, как правило, эта величина неизвестна, и в этом случае так 
же, как и при выборе одной пороговой величины (см. п. 2.3),  
можно использовать оценку  

2

1,2 (| |)
ˆ ,

0.6745
kmedian d

σ
 

=  
  

ɶ
                        (3.4.12) 

где оператор 1,(| |)kmedian dɶ  вычисляет медиану абсолютных ве-

личин детализирующих коэффициентов уровня разложения 

0 1j +  (объем выборки равен N/2).  

 

3.4.3. Исследования алгоритма выбора порогов   
          двухпараметрических пороговых функций 

 

Приведем некоторые результаты вычислительного экспе-
римента по исследованию оптимальности построенных оценок 

Wβ , WC . 
В качестве тестовых сигналов были взяты две дискрет-

ные функции, значения которых приведены на рис. 3.13а (назо-
вем ее функция 1) и на рис. 3.13б (функция 2). Количество зна-
чений 2048N = . Выбор этих функций обусловлен присутствием 
в их спектре высококачественных составляющих, что сущест-
венно затрудняет фильтрацию шума. 
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             а)                                                  б) 

 
Рис. 3.13.  Графики  тестовых функций 

 
 

Значения if  этих функций искажались аддитивным шумом 

iη , который моделировался псевдослучайными числами, имею-

щими нормальное распределение, нулевое среднее и дисперсию 
σ

2. Дисперсия вычислялась по задаваемому относительному 

уровню шума 
f f

fηδ
−

=
ɶ

, 0.05, 0.10, 0.15ηδ = . На рис. 3.14 

представлены зашумленные значения функций 1, 2 при 
0.10.fδ =  В качестве критерия точности фильтрации была при-

нята относительная ошибка  

( ) ( ),
ˆ

,
C

f

f f
C

f

βδ β
−

= ,       (3.4.13) 

где ( ),
ˆ

Cf β  – вектор отфильтрованных значений, вычисленных 

при заданных параметрах β, С порогов (3.4.3), (3.4.4). 
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                а)                                                         б) 

 
Рис. 3.14. Графики зашумленных функций 

 
 

На рис. 3.15 приведены изолинии функционала ( ),f Cδ β , 

значения которого были вычислены для функции 1 и уровне 
шума 0.10.ηδ =  По оси абсцисс – параметр β, по оси ординат – 

С. Анализ формы изолиний показывает, что ошибка фильтрации 
сильно зависит от β, и значительно слабее от параметра С. Сле-
довательно, оценка параметра optβ  должна иметь более высокую 

точность по сравнению с оценкой для optC .  

Остановимся на очень важном вопросе: насколько точно 

Wβ , WC  оценивают оптимальные значения параметров optβ , 

optC  или насколько увеличивается ошибка фильтрации при па-

раметрах Wβ , WC  от минимально возможной ошибки фильтра-
ции? 
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Рис. 3.15. Изолинии относительной  

ошибки фильтрации 
 
 

Для ответа на этот вопрос был выполнен обширный вычис-
лительный эксперимент, результаты которого для функции 2 и 

0.10ηδ =  приведены в табл. 3.3. В верхней строке табл. 3.3 при-

ведены значения β, в левом крайнем столбце – значения С,  
а в ячейке, стоящей на пересечении столбца с конкретным зна-
чением β и строки с значением С, соответствующее значение 
относительной ошибки ( ),f Cδ β . Выделенные ячейки соответ-

ствуют парам (β, С), для которых выполняется неравенство 
(3.4.6), т.е. эти пары значений могут быть приняты в качестве 
пар ( ),W WCβ . 
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Таблица   3.3 

 
 
Анализ таблицы показывает: 
• сильную зависимость ошибки фильтрации от параметра 

β и слабую зависимость от параметра С (эта закономерность 
также проявилась в расположении изолиний на рис. 3.15); 

• все выделенные (заштрихованные) ячейки соответству-
ют либо минимальной ошибке фильтрации, либо незначитель-
ному ее увеличению (не более чем на 10 %).  

Аналогичные выводы можно сделать по данным получен-
ным при других уровнях шума 0.05, 0.15,ηδ =  а также для функ-

ции 1. 
 

Заметим, что минимальная относительная ошибка фильтра-
ции с помощью однопараметрической функции soft была на 
15 25 %÷  больше минимальной ошибки фильтрации с помощью 
двухпараметрической функции. Это является весомым аргумен-
тов в пользу двухпараметрических пороговых функций. 
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Величина относительной ошибки ( ),f Cδ β  является слу-

чайной величиной (в силу статистической природы шума изме-
рения iη ). Поэтому для определения неслучайных характери-
стик точности был проведен следующий вычислительный экс-
перимент. 

Определим коэффициент эффективности параметров 

( ),W WCβ  выражением 

( )
min

,f W W

E
C

δ
δ β

= .                           (3.4.14)   

Очевидно, что чем больше Е отклоняется от единицы к нулю, 
тем больше проигрыш по точности алгоритма фильтрации с па-
раметрами ( ),W WCβ  по сравнению с минимально возможной 

ошибкой minδ  (параметры ( ),opt optCβ ). 

Для вычисления оценок числовых характеристик и по-
строения гистограммы случайной величины E  генерировались 
случайные вектораы  

( ) ( )l lf f η= +ɶ , 1,..., Sl N= , 

где ( )lη  – l -я реализация случайного вектора η. Каждый вектор 
( )lfɶ  фильтровался алгоритмом вейвлет-фильтрации с парамет-

рами ( ),W WCβ , вычислялось значение ( )lE . По выборочной со-

вокупности ( ){ }lE  вычислялись среднее ,E  минимальное minE , 

максимальное maxE  значения и строилась гистограмма. Объем 

выборки 50.SN =  В табл. 3.4 приведены характеристики коэф-
фициента эффективности для разных уровней шума и разных 
функций. Анализ средних значений E  показывает, что откло-
нение коэффициента эффективности параметров ( ),W WCβ  от 
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единицы в среднем не превосходит 8 %, что говорит о приемле-

мой точности оценивания параметров ( ),opt optCβ .  

                                                        
                                                                               Таблица  3.4 

 
На рис. 3.16 приведена гистограмма случайной величины Е 

(относительный уровень шума равен 0.10ηδ = , тестовая функ-

ция 1). Анализ гистограммы показывает, что значения величины 
Е в основном сосредоточены в окрестности точки 0.975E =  и 
имеют небольшие отклонения от этой точки.  

 

Этот факт (а также данные табл. 3.4) позволяет сделать вы-
вод о приемлемой точности оценок Wβ , WC  для оптимальных 

порогов и позволяет рекомендовать величины Wβ , WC  в каче-
стве порогов в алгоритмах вейвлет-фильтрации с двухпара-
метрической пороговой функцией.  

 
Замечание 3.4.1. Появление небольшого числа значений 

коэффициента эффективности в окрестности точки 0.93 можно 
объяснить. При проверке основной гипотезы (3.3.4) можно с ве-
роятностью 0.05γ =  совершить ошибку первого рода, т.е. от-
вергнуть гипотезу Н0 в случае, когда она верна. Тогда вычисля-

Функция 1 Функция 2 
ηδ  

minE  E  maxE  minE  E  maxE  

0.01 0.823 0.937 1 0.782 0.918 1 

0.05 0.852 0.958 1 0.806 0.927 1 

0.10 0.915 0.976 1 0.811 0.931 1 

0.15 0.883 0.968 1 0.804 0.929 1 
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ется другие значения пороговых величин, которые обусловли-
вают увеличение ошибки фильтрации и уменьшение коэффици-
ента эффективности. ♦ 

 

 
 

Рис. 3.16. Гистограмма коэффициента эффективности 
 
 
3.5. Выбор параметров трехпараметрических   

пороговых функций 
 
Предлагается алгоритм оценивания оптимальных парамет-

ров трехпараметрических пороговых функций из условия мини-
мума СКО фильтрации на основе критерия оптимальности, из-
ложенного в п. 3.3. 

 
3.5.1. Пороговые функции с тремя параметрами 
 
После рассмотрения двухпараметрических пороговых 

функций (см. п. 3.4) возникает вопрос: существуют ли порого-
вые функции с тремя параметрами? Ответ положителен. В рабо-
те [53] построена трехпараметрическая пороговая функция (обо-
значаемая как custom), определяемая следующим выражением: 
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(3.5.1) 

где  1 2, 0 1λ λ α< ≤ ≤ .  
 

На рис. 3.17 показаны графики функции (3.5.1) при 

1 21, 2λ λ= =  и разных значениях параметра α: кривая 1 –  
α = 0; кривая 2 – α = 0.2; кривая 3 – α = 0.5; кривая 4 – α = 0.7; 
кривая 5 – α = 1.0. Видно, что при α = 0.0 и 1 2λ λ→  функ-
ция (3.5.1) совпадает с функцией (3.1.2).   

 

 

 
Рис. 3.17. Графики пороговой функции (3.5.1) 

Вопрос: что дает использование этой пороговой функции? 
С одной стороны, меняя параметр α, можно менять форму поро-
говой функции, но с другой – надо выбирать (и желательно наи-
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лучшим образом) уже три параметра и выбор этих параметров 
вообще не рассматривается в соответствующих научных публи-
кациях. Исключением являются работы автора [23, 25, 65] 

 
3.5.2. Оценивание оптимальных пороговых  величин   
          на основе критерия оптимальности  
 

Обозначим через µ  вектор, составленный из параметров 
пороговой функции. Тогда для одномерного дискретного сигна-
ла СКО фильтрации определим функционалом 

2ˆ( ) || || ,M f fµµ  ∆ = −                                (3.5.2) 

где [ ]M  – оператор математического ожидания по плотности 

распределения шума; f , f̂µ  – векторы, проекции которых равны 

значениям «точного» и «сглаженного» (с использованием соот-
ветствующей пороговой функции) сигналов соответственно. 
Набор optµ , минимизирующий СКО (3.5.2) назовем вектором 

оптимальных параметров и для оценки этого вектора вновь об-
ратимся к критерию оптимальности.  

Определим вектор невязки ˆe f fµ µ= −ɶ  с проекциями 

ˆ , 1,...,ii i
e f f i Nµ µ= − =ɶ , где  N – число значений обрабатывае-

мой функции. Введем статистику: 

2 2
1

1 1
( ) ,

i

N

W i
i

e f e fµ µρ µ
σ σ =

= = ∑ɶ ɶ .                  (3.5.3)                        

В качестве оценки для optµ  примем вектор Wµ , для которого 

статистика ( )Wρ µ  удовлетворяет  неравенству 

( ), 2 ,1 2m W W mγ γϑ ρ µ ϑ −≤ ≤ ,                     (3.5.4) 

где , 2m γϑ , ,1 2m γϑ −  – квантили 2
mχ -распределения с m степенями 

свободы уровней 2γ , 1 2γ−  соответственно; γ – вероятность 
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ошибки первого рода при проверке статистической гипотезы об 
оптимальности параметра сглаживания (обычно γ = 0.05), 
m N=  – число значений фильтруемого сигнала (проекции век-

тора fɶ ). Если число степеней свободы 30m> , то, приняв веро-
ятность ошибки первого рода γ = 0.05, получаем формулы для 
вычисления квантилей, входящих в неравенство (3.5.4): 

,0.025 1.96 2m m mϑ = − ; ,0.975 1.96 2m m mϑ = + .          (3.5.5) 

Для вычисления вектора Wµ  рассмотрим задачу минимиза-
ции функционала 

( ) ( ) 2

WF mµ ρ µ= −                    (3.5.6) 

при заданных ограничениях на проекции вектора µ. Для реше-
ния  этой задачи можно использовать известные процедуры ми-

нимизации. В качестве Wθ  принимается такой элемент ( ){ }nθ  

минимизирующей последовательности, для которого выполня-
ется неравенство (3.5.4).   

Можно показать, что при использовании ортогональных 
вейвлетов статистика ( )Wρ µ  вычисляется через коэффициенты 

вейвлет-разложения: 

( ) ( )( )0

0

, , ,2
1

1
,

j J

W j k j k j k
j j k

d d T dρ µ µ
σ

+

= +

= ⋅ −∑ ∑ ɶ ɶ ɶ .          (3.5.7) 

В алгоритмах вейвлет-фильтрации изображений обработке 
подвергаются следующие коэффициенты: горизонтальные дета-
лизирующие , ,j n mad , вертикальные детализирующие коэффици-

енты , ,j n mda , диагональные детализирующие коэффициенты 

, ,j n mdd .  
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Тогда 
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∑

∑
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ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

.  (3.5.8) 

 
Предложенные формулы позволяют вычислять значения ( )Wρ µ  

(которые необходимы в процедурах минимизации функциона-
ла (3.5.6)) в пространстве коэффициентов вейвлет-разложения, а 
затем (при найденном векторе Wµ  и вычисленных коэффициен-
тах разложения) только один раз выполнить обратное вейвлет-
преобразование и получить сглаженные значения сигнала или 
изображения. Это существенно сокращает число вычислитель-
ных операций для нахождения вектора Wθ , особенно при 
фильтрации изображений. 

Рассмотрим формирование вектора µ для конкретной поро-

говой функции (3.5.1). Для этой функции вектор C

β
µ

α
= ,  поро-

говые величины 1 2,λ λ  определяются выражениями: 

( ) ( )1 2 ln jNλ β β= ⋅ ,  ( ) ( )2 , 2 ln jC C Nλ β β= ⋅ , 

а  α принимает значения из интервала [ ]0,1 . 

Вычисление оценок Wβ , ,W WC α  для оптимальных значений 

optβ , ,opt optC α  осуществляется на основе минимизации функцио-

нала (3.5.6) при ограничениях: 

0 β≤ < ∞ ,   1, 0 1C α> ≤ ≤ .                   (3.5.9) 
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Отметим некоторые свойства ( )Wρ µ  для сформированных век-

торов µ (одномерный сигнал): 
• все слагаемые, входящие в (3.5.7), не отрицательны (мо-

гут изменяться от 0 до 2
,j kdɶ ) и поэтому ( ) 0Wρ µ ≥ ; 

• при 0β →  и , 0 1C α< ∞ ≤ ≤  справедлив предел 

( ) 0Wρ µ → ; 

• при β → ∞  и , 0 1C α< ∞ ≤ ≤  справедлив предел  

0

0

22
,2 2

1

1 1j J

W j k
j j k

C d f

β
ρ

σ σ
α

+

= +

 
 → = 
 
 

∑ ∑ ɶ ɶ .            (3.5.10) 

Последнее равенство имеет место для ортогональных вейв-
летов при соответствующей нормировке базисных функций. Два 
последних свойства обусловливают следующее утверждение. 

 

Утверждение 3.5.1.  Если выполняется неравенство 

2
,1 22

1

1 N

W m
i

C f γρ ϑ
σ

α
−

=

∞ 
  = > 
 
 

∑ ɶ ,                     (3.5.11) 

то существуют конечные значения Wµ , для которых выполняет-
ся неравенство (3.5.4).  
 

Невыполнение этого условия означает, что зашумленные 
значения сигнала или изображения определяются только шумом 
измерения. В этом случае Wβ = ∞  и сглаженные значения сиг-
нала или изображения равны 0. 

Аналогичные свойства и соответствующее утверждение 
можно сформулировать и для вейвлет-фильтрации изображений,  
где ( )Wρ µ  определяется выражением (3.5.8). При этом  число 

степеней свободы m определяется как x ym N N= ⋅ , где ,x yN N  – 

размеры фильтруемого изображения. 
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Существенной чертой приведенного алгоритма вычисления 

Wθ  является использование дисперсии шума σ2. Как правило, σ2 

неизвестна, и в этом случае можно использовать оценку 2σ̂  
(см. формулу (2.3.11)). 

 
3.5.3. Исследование многопараметрических пороговых  
          алгоритмов вейвлет-фильтрации 
 

Для ответа на вопрос: какая пороговая функция лучше с 
двумя или с тремя параметрами, был выполнен обширный вы-
числительный эксперимент, некоторые результаты которого 
рассматриваются ниже. 

В качестве тестовых изображений были взяты два изобра-
жения LENA (пример гладкого изображения) и TARGET (при-
мер контрастного изображения) размером 256×256 пикселей, 
приведенных на рис. 3.9. Условия эксперимента были те же, что 
и в п. 3.3.4. 

В качестве критерия точности фильтрации изображения 
была принята относительная  ошибка, определяемая выражени-

ем  
ˆ

( )F

F F

F

θ
δ θ

−
= , где F̂θ  – результат фильтрации зашумлен-

ного изображения при заданном наборе параметров .θ   
Первоначально рассмотрим зависимость ( )Fδ θ  от различ-

ных параметров пороговых функций (3.4.1), (3.5.1). На рис. 3.18 
приведены изолинии функционала ( ),F Cδ β , значения которого 

были вычислены при уровне шума ηδ  = 10 для функций (3.4.1), 

(3.5.1) (у последней функции параметр α = 0.10). По оси абс-
цисс отложен параметр β, по оси ординат – С. Видно, что у по-
роговой функции (3.4.1) ошибка фильтрации сильно зависит от 
β, и значительно слабее от параметра С.   
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а) 

 
б) 

 
Рис. 3.18. Изолинии функционала ошибки фильтрации 
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Для пороговой функции (3.5.1) наблюдается зависимость 
ошибки фильтрации как от β, так и от С, что предъявляет более 
строгие требования к точности оценивания optC  и поэтому эта 

пороговая функция является менее предпочтительной по срав-
нению с функцией (3.4.1). 

Кратко остановимся на результатах исследований мини-
мально возможных относительных ошибок для функций (3.4.1), 
(3.4.5). Генерировалась матрица шума ( )lη , где l  – номер шумо-
вой реализации (номер выборки) и для каждого зашумленного 
изображения ( ) ( )l lF F η= +ɶ , 1,...,50l = , находились оптималь-
ные параметры пороговых функций (3.4.1), (3.5.1) и соответст-
вующие наименьшие (оптимальные) значения относительных 
ошибок фильтрации 

( )

( )
ˆ

opt

l

l
opt

F F

F

θ
δ

−
= .                            (3.5.12) 

Нахождение таких величин возможно, так как в вычислитель-

ном эксперименте известно точное (незашумленное) изображе-

ние F. Затем вычислялось отношение   

( )
( )

( )
SS

C

l
optl

l
opt

O
δ
δ

= ,                               (3.5.13) 

где в числителе стоит величина наименьшей ошибки для функ-
ции (3.4.1), в знаменателе – для функции (3.5.1). Если это отно-
шение меньше 1, то предпочтение отдается пороговой функ-
ции (3.4.1), в противном случае – функции (3.5.1). По выбороч-
ным величинам ( )lO  (объем выборки равен 50) вычислялись 
наименьшее Оmin, среднее O  и максимальное Оmax значения. Эти 
числовые характеристики приведены в табл. 3.5 для трех уров-
ней шума и трех значений α (функция (3.5.1)).  
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                                                                                     Таблица 3.5 

Изображение 
LENA 

Изображение    
TARGET ηδ  α 

Оmin O  Оmax Оmin O  Оmax 
0.2 0.743 0.811 0.911 0.758 0.805 0.857 
0.5 0.801 0.862 0.971 0.799 0.843 0.891 0.02 
0.9 0.971 0.986 0.992 0.970 0.989 0.994 
0.2 0.813 0.866 0.923 0.793 0.831 0.871 
0.5 0.863 0.909 0.982 0.816 0.865 0.908 0.05 
0.9 0.978 0.995 1.005 0.972 0.992 0.999 
0.2 0.888 0.945 0.982 0.848 0.893 0.941 
0.5 0.921 0.935 0.996 0.869 0.914 0.958 0.10 
0.9 0.981 1.002 1.011 0.979 0.999 1.006 

 

Анализ табл. 3.5 показывает, что только для значений 
0.9α ≥  минимальные относительные ошибки фильтрации при 

использовании функций (3.4.1), (3.5.1) сопоставимы. Для всех 
других α более предпочтительным является функция (3.4.1). 
Учитывая, что эта функция требует для своего вычисления еще 
и меньше операций (что особенно важно при фильтрации изо-
бражений) окончательный выбор следует сделать в пользу поро-
говой функции (3.4.1), которая зависит только от двух парамет-
ров.  

Перейдем к исследованию эффективности оценивания оп-
тимальных параметров пороговых функций предложенным ал-
горитмом на основе минимизации функционала (3.5.6). Заметим, 
что величина относительной ошибки фильтрации 

ˆ
( )F

F F

F

θ
δ θ

−
=  является случайной величиной (в силу стати-

стической природы шума измерения). Поэтому для определения 
неслучайных характеристик точности был проведен следующий 
вычислительный эксперимент. 


