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ВВЕДЕНИЕ 

При использовании вычислительной техники встает про-

блема реализации необходимых алгоритмов в виде так называе-

мых программ. Для решения этой проблемы в различные годы 

использовались следующие средства: 

  программирование в машинных кодах (включая языки ти-

па Ассемблер); 

  программирование на языках высокого уровня (включая 

объектно-ориентированное программирование); 

  системы компьютерной математики. 
 

Разработка программы (даже с использованием языков вы-

сокого уровня с приставками Visual) требует и соответствую-

щей подготовки (назовем ее программистской), и достаточно 

большего количества времени.  И то и другое часто отсутствует 

у обычного пользователя, который является специалистом в 

своей предметной области, но не в программировании. Поэтому 

начиная с 90-х годов прошлого века широкую известность и за-

служенную популярность приобрели так называемые системы 

компьютерной математики, или математические пакеты. 

Сейчас эти системы получили широкое распространение не 

только в научных исследованиях, но и при решении широкого 

круга инженерных задач. 

Данное учебное пособие содержит примеры решения задач 

математического программирования, теоретической механики, 

сопромата, теории вероятностей, математической статистики и 

обработки экспериментальных данных в пакете MathCAD (вер-

сии 14). Авторы надеются, что данное пособие и пакет 

MathCAD станут хорошими помощниками при выполнении рас-

четов в курсовом и дипломном проектировании.  
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Глава 1.  РЕШЕНИЕ ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 

Оптимизационные задачи возникают в связи с многочис-

ленностью возможных вариантов функционирования конкрет-

ного объекта, когда возникает ситуация выбора варианта, наи-

лучшего по некоторому критерию, определяемому  соответст-

вующей целевой функцией. 

Например, в ряде задач проектирования существует необ-

ходимость определить значения параметров (их называют пе-

ременными оптимизационной задачи), которые доставляют мак-

симум или минимум некоторому функционалу (или целевой 

функции), зависящему от этих параметров. Если на значения 

этих параметров не накладываются какие-либо ограничения 

(например, требование положительности), то приходим к задаче 

безусловной оптимизации (или оптимизации без ограничений). 

Если заданы ограничения, определяющие допустимые значения 

параметров, то приходим к задаче условной оптимизации (оп-

тимизации с ограничениями). Вторая задача отличается от пер-

вой тем, что решение находится только среди допустимых зна-

чений, или на допустимом множестве параметров. 

Все множество  оптимизационных задач можно разделить 

на задачи  линейного и нелинейного программирования. Если 

целевая функции  и функции ограничения  линейны, то соответ-

ствующая задача является задачей линейного программирова-

ния. Если хотя бы одна из указанных функций нелинейна, то 

рассматриваемая задача является задачей нелинейного про-

граммирования.   

1.1. Решение оптимизационных задач без ограничений 

Для этого используются две функции MathCAD: 

 Maximize(f, <список параметров>) – вычисление точки 

максимума; 

 Minimize(f, <список параметров>) – вычисление точки 

минимума,  

где f – имя  функционала, определенного до обращения к функ-

ции;  
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 <список параметров> – содержит перечисление (через запя-

тую) имен параметров, относительно которых решается оп-

тимизационная задача. 
 

Функции Maximize и Minimize возвращают вектор искомых 

параметров, при которых исследуемая функция имеет макси-

мальное или минимальное значение соответственно. 

Перед обращением к функциям Maximize, Minimize надо 

обязательно задать начальные значения параметров, по которым 

ищется решение оптимизационной задачи. 
 

Пример 1.1.1. Дан функционал: 

 

32

204163241

4

1
),(

22 vvuu
evuf





.       (1.1.1) 

Определить значения u, v, при которых функционал  f(u,v) дос-

тигает максимального значения. 

Решение. Фрагмент документа MathCAD, решающий эту за-

дачу, приведен на рис. 1.1. В последних строках документа вы-

полнена проверка найденного решения на максимум – при не-

большом отклонении  от точки минимума ( 1, 2.5)  значение 

функционала уменьшается (хотя и незначительно).  ☻ 

1.2. Решение оптимизационных задач с ограничениями 

При решении оптимизационных задач с ограничениями ис-

пользуются те же функции Maximize, Minimize, но они должны 

использоваться в составе блока решения Given, имеющего сле-

дующую структуру: 
 

<Функционал> 

<Начальные условия> 

Given 

<Ограничения> 

<Вызов функции Maximize  или Minimize > 
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**********************************************************************************************************

d u v( )
1

4 
e

41 32 u 16 u
2

 4 v
2

 20 v

32


u 0 v 0 Задание точки "старта" 

u

v









Maximize d u v( )
u

v









1

2.5









 d u v( ) 0.0795775

d u 0.01 u v 0.01 v( ) 0.0795673

d u 0.001 u v 0.001 v( ) 0.0795774  
 

Рис. 1.1. Максимизация функционала (1.1.1) 
 

Перед  блоком решения надо задать начальные значения 

искомых переменных. Внутри блока задаются  ограничения в 

виде равенств или неравенств, определяющие допустимую об-

ласть значений параметров оптимизации. Рассмотрим ряд при-

меров. 
 

Пример 1.2.1 (задача нелинейного программирования). Дан 

функционал: 

2( , ) 100( ) 50
a

F a b a b
b

             (1.2.1) 

и ограничения в виде 

2 5; 1; 0.a b b a        (1.2.2) 

Определить значения a, b, доставляющие максимальное значе-

ние функционала (1.2.1) и удовлетворяющие неравенствам 

(1.2.2). 

Решение. Фрагмент документа, решающий эту задачу, показан 

на рис. 1.2. Точка «старта» алгоритма берется из допустимой об-

ласти, определяемой ограничениями (1.2.2).    ☻ 
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************************************************************************************************************

F a b( ) 100 a b( )
2

 50
a

b


a 1 b 1

Given

a 2 b 5 b 1 a 0

a

b









Maximize F a b( )
a

b









0

2.5









 F a b( ) 625

a 2 b 5
Проверка ограничений

b 2.5  
 

Рис. 1.2. Условная максимизация функционала (1.2.1) 

 

Пример 1.2.2 (задача нелинейного программирования). 

Пусть вектор v состоит из трех проекций и дан функционал: 
2

1 2 3( ) 2 2 .N v v v v v                           (1.2.3) 

Вычислить точку минимума этого функционала при ограниче-

ниях:  
3

1

1, 0.2, 1,3.i i

i

v v i


                             (1.2.4) 

Решение. Фрагмент документа, решающий эту задачу, показан 

на рис. 1.3.  В нижней части фрагмента выполнена проверка най-

денного решения – проекции вектора v . Видно, что все проекции 

удовлетворяют ограничениям (1.2.4).   ☻ 

В рассмотренных примерах целевая функция является не-

линейной, и примеры относятся к задачам нелинейного про-

граммирования. Рассмотрим несколько примеров задач линей-

ного программирования, в которых и целевая функция, и огра-

ничения являются линейными функциями переменных задачи 

[12]. Рассмотренные задачи часто встречаются в планировании и 

организации производства. 
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N v( ) v 2 v

2

1

2













v2 1
Точка старта

v

0

0

1












Given

v 1 v
1

5


v Minimize N v( ) v

0.2

0.6

0.2











 Решение 

N v( ) 0.64 v 1 Проверка решения 

 
 

Рис. 1.3. Условная максимизация функционала (1.2.3) 
 

Пример 1.2.3  (оптимальное планирование производства). 

Цех малого предприятия должен изготовить 100 изделий трех 

типов 1 2 3( , , )x x x  и не менее 20 штук изделий каждого типа. На 

изделия уходит 4,  3.4  и 2 кг металла соответственно, при его 

общем запасе 340 кг, а также расходуются по 4.75, 11 и 2 кг  

пластмассы, при ее общем запасе 700 кг. Прибыль, полученная 

от каждого изделия, равна 4, 3 и 2 руб. Определить, сколько из-

делий каждого типа необходимо выпустить для получения мак-

симальной прибыли в рамках установленных запасов металла и 

пластмассы. 

Эта задача относится к очень широкому классу задач, полу-

чившему название «оптимальный план производства при огра-

ниченных ресурсах». Очевидно, что линейные ограничения мо-

гут распространяться не только на сырьевые ресурсы, но и на 

оборудование, людские ресурсы и т.д. 

Решение. Фрагмент документа MathCAD,  решающий эту за-

дачу, показан на рис. 1.4.  В конце фрагмента выполнена проверка 

найденного решения  (56, 20, 24) . Видно, что по требуемому ко-
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личеству металла (340 кг)  достигнут  уровень  запаса – 340 кг  (та-

кое ограничение называют активным).   ☻   

 

 
 

Рис. 1.4. Решение задачи оптимального планирования 
 

Пример 1.2.4 (задача оптимального распределения обору-

дования). Двум погрузчикам разной мощности не более чем за 

24 часа нужно погрузить на первой площадке 230 тонн, на вто-

рой – 218 тонн. Первый погрузчик на первой площадке может 

погрузить 10 тонн в час, на второй – 12 тонн в час. Второй по-

грузчик на каждой площадке может погрузить по 13 тонн в час. 

Стоимость работ, связанных с погрузкой одной тонны первым 

погрузчиком на первой площадке – 8 y. e., на второй – 7 y. e. 

Стоимость работ второго погрузчика соответственно – 12 y. e. и 

13 y. e. Нужно составить план работы, т.е. найти, сколько вре-

мени  должен проработать каждый погрузчик на каждой пло-

щадке, чтобы стоимость всех работ по погрузке была мини-
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мальной.  По техническим причинам первый погрузчик на вто-

рой площадке должен работать не более 16 часов.  

Решение.  Фрагмент  документа  MathCAD,  в котором реша-

ется рассматриваемая   задача,  приведен на  рис. 1.5.  В качестве 

искомых параметров  приняты следующие переменные: xij – время  

работы  i-го погрузчика на  j-й  площадке. Обратите внимание на 

ограничения в виде равенств, стоящих в блоке  Given, в которых 

стоит «жирный»  знак =, вводимый с палитры инструментов  «Ло-

гическая».  
 

 
 

Рис. 1.5. Решение задачи  распределения оборудования 
 

В нижней части документа  выполнена проверка полученного 

решения (переменные 11 12 21 22, , ,c c c cx x x x ).  Видно, что найденное 

решение удовлетворяет ограничениям задачи.     ☻ 
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1.3. Решение оптимизационных задач из условий  

экстремума целевой функции 

 Один из подходов к решению оптимизационных задач как 

с ограничениями, так и без ограничений является решение сис-

темы уравнений, полученной из условия экстремума целевой 

функции относительно переменных оптимизационной задачи. 

Напомним, что  необходимые условия минимума или мак-

симума функционала  1 2( , ,..., )mf x x x  (условия экстремума) 

имеют вид: 

1 2( , ,..., ) 0, 1,2,...,m
j

f x x x j m
x


 


.            (1.3.1) 

Достаточные условия максимума или минимума основаны 

на исследовании  знака определенности матрицы вторых част-

ных производных: 

 
2 2 2 2

2
1 1 2 1 1 1

2 2 2 2

2
2 1 2 2 1 2

2 2 2 2

2
1 1 1 2 11

2 2 2 2

2
1 2 1

.

m m

m m

m m m mm

m m m m m

f f f f

x x x x x x x

f f f f

x x x x x x x

f f f f

x x x x x xx

f f f f

x x x x x x x





  



   

      

   

      

 

   

     

   

      

 (1.3.2) 

 

Для упрощения изложения ниже будем полагать, что в точ-

ке экстремума, удовлетворяющей системе уравнений (1.3.1), бу-

дут удовлетворяться и достаточные условия. Поэтому решение 

оптимизационной задачи будем находить как решение системы 

уравнений (1.3.1).   
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Как найти это решение в пакете MathCAD? Условия экс-

тремума (1.3.1) порождают систему уравнений (чаще всего не-

линейных), которые располагаются в блоке Given, вместе с ог-

раничениями, определяющими допустимую область. Само ре-

шение ищется с помощью функций Find, Minerr.  

Краткая информация о функциях Find, Minerr примени-

тельно к решению систем уравнений есть в [3, 5].  

Функция Find находит вектор решения системы  уравнений. 

Вызов этой функции имеет вид Find(x) 1 2( , ,..., )mFind x x x , где 

1 2, ,..., mx x x  – проекции вектора решения. Если система уравне-

ний не имеет решения, то следует вызвать функцию Minerr(x), 

которая возвращает вектор приближенного решения.  

В функциях Find(x), Minerr(x) реализованы различные чис-

ленные алгоритмы, и пользователю предоставляется возмож-

ность либо задать один из реализованных алгоритмов (к кото-

рому он имеет «максимальное доверие»), либо предоставить 

право выбора алгоритма пакету MathCAD. Для этого необходи-

мо щелкнуть правой кнопкой мыши на имени функции Find(x) и 

в появившемся контекстном меню (рис. 1.6) и выбрать подхо-

дящий алгоритм. Пользователю, не «искушенному» в вычисли-

тельных методах, рекомендуется предоставить выбор MathCAD, 

включив для этого команду «Автовыбор». В контекстном меню 

всегда можно увидеть выбранный алгоритм вычисления реше-

ния системы уравнений. 

Аналогично можно задать алгоритм решения и для функ-

ции Minerr(x). 
 

Замечание 1.3.1. Использование численных методов в 

функциях  Find(x), Minerr(x) требует перед блоком Given задать 

начальные значения переменным, по которым осуществляется 

поиск корней уравнения.  ♦ 
 

Пример 1.3.1. В качестве тестового функционала при поис-

ке точки минимума часто используется функционал Розенброка: 

2 2( , ) 100 ( ) (1 )f x y y x x    .                (1.3.3) 
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Рис. 1.6. Задание алгоритма функции Find 
 

«Поверхность» этого функционала напоминает глубокий овраг, 

что сильно осложняет работу многих алгоритмов минимизации. 

Требуется вычислить точку минимума функционала при огра-

ничениях: 
 

0; 0; 9x y y x    .            (1.3.4) 
 

Решение.  Документ MathCAD решения этой задачи показан 

на рис. 1.7. В последней строке вычислено значение функциона-

ла в точке экстремума (1,1)  и  показано, что в точке (1 0.001,1)  

значение функционала возросло, т.е. точка  (1,1)  – точка мини-

мума функционала (1.3.3).    ☻ 
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Рис. 1.7. Минимизация функции Розенброка 

 
Вопросы и задания для самопроверки 

 

1. Какова формулировка  задачи   безусловной оптимиза-
ции? 

2. Какова формулировка  задачи   условной  оптимизации? 
3. Какая функция в оптимизационной задаче называется 

целевой? 
4. Какие функции MathCAD вычисляют точки максимума и 

минимума целевой функции? 
5. Решите задачу линейного программирования: опреде-

лить точку максимума  функционала: 

210 1592)( xxxxF   

при ограничениях: 

.291029

;25835.0

;4737

;0;0;0

210

210

210

210









xxx

xxx

xxx

xxx

 

 
Вычислить значения функционала в этой точке. 
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Ответ: максимум функционала достигается в точке (0, 13, 
8).  

6. Решите задачу оптимального раскроя. Из металлическо-
го листа прямоугольной формы (рис. 1.8) необходимо сварить 
бак максимального объема. Размеры листа: L = 1, M = 2. Необ-
ходимо произвести вырез по углам прямоугольника на величину 
a и сформировать стороны бака.  

 
М = 1 

 
 

L = 1 
 

 
 
 

Рис. 1.8. Заготовка для бака 
 

Необходимо определить величину a, при которой объем бака 
будет максимальным.  

Рекомендация: выразите объем бака как функцию  парамет-
ра a, а затем решайте оптимизационную задачу с ограничениями  

0
2

L
a  . 

7. Решите задачу 6 без ограничений на искомую величину a. 
 

8. Решите задачу квадратичного программирования, в ко-
торой дан функционал: 

 

).12(2)20(5)15(),,(   vvuuvuQ  

 
Необходимо определить точку максимума этого функцио-

нала при ограничениях: 

.907

;100423

;0;0;0













vu

vu

vu

 

Ответ: максимум функционала достигается в точке (7.5, 
10, 6). 
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9. Решите пример оптимального выпуска продукции: пред-

приятие выпускает два вида продукции – по 1.5 и 9.5 руб. за 

единицу. Для выпуска продукции выделено 5 тыс. единиц ре-

сурсов и 180 нормо-часов. На выпуск единицы продукции пер-

вого и второго вида уходит по 60 и 90 единиц ресурсов и 3.5 и 

2.8 нормо-часа соответственно. Сколько нужно произвести про-

дукции первого и второго видов, чтобы ее общая стоимость бы-

ла максимальна?  
Ответ: количество продукции первого и второго типа (15, 

45).  
10. Для питания нужно ежедневно принимать не менее 6 

единиц белков, 8 единиц жиров и 12 единиц углеводов. Есть два 

вида корма. Одна единица первого корма содержит 21 единицу 

белка, 2 единицы жира, 4 единицы углеводов и стоит 3 руб. Для 

второго корма соответствующие цифры cледующие: 3, 2, 2 и 2. 

Составьте оптимальный рацион питания, т.е. сколько и какого вида 

корма необходимо принимать ежедневно. 

11. В условиях примера 3.1.3 найти решение задачи миними-

зации функции  Розенброка без ограничений на переменные задачи. 
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Глава 2. ЗАДАЧИ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

И СОПРОТИВЛЕНИЯ МАТЕРИАЛОВ  

Эта глава  содержит решение в пакете MathCAD часто 

встречающихся  задач теоретической механики и сопротивления 

материалов.  

2.1. Единицы измерения физических величин в пакете 

MathCAD 

Процессор пакета MathCAD отличается от других вычисли-

тельных систем (электронные таблицы, языки программирова-

ния высокого уровня и др.) тем, что он может работать с раз-

мерными (физическими) величинами. На рис. 2.1 показано, как с 

помощью диалогового окна Insert Unit («Вставка единиц изме-

рения») в формулы можно вставлять размерности физических в 

расчет в среде MathCAD. 
 

 
Рис. 2.1.  Вставка размерности физической величины 
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Также пакет MathCAD содержит справочник по основным 

математическим и физико-химическим формулам и константам, 

из которого можно копировать в расчеты необходимые форму-

лы и величины с соответствующими единицами измерения. 

Справочник вызывается командой Reference Tables («Таблица 

ссылок») из меню  Help («Справка»). На рис. 2.2 показана встав-

ка физической формулы в расчет.  Результат вставки показан в 

верхней части документа, показанного на рис. 2.1.  

 

 
 

Рис. 2.2.  Вставка формулы 

 

Более подробно ознакомиться с возможностями, предостав-

ляемыми пакетом MathCAD при работе с размерными физиче-

скими величинами, можно, например, в учебниках  [1, 2]. 

С помощью команды Result («Результат») из меню Format 

(«Формат») или двойным щелчком мыши по ответу вызывается 

диалоговое окно форматирования чисел, в котором можно по-

менять следующие установки: 

o систему счисления для представления чисел; 
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o представление дробной части числа (десятичная или 

простая дробь); 

o точность округления и др. 
 

Необходимый набор установок можно сделать набором по 

умолчанию, нажав кнопку Set as Default («Установить по умол-

чанию»). 

На рис. 2.3 показано, как отформатировать дробную часть 

результата в виде простой дроби. 
 

 
 

Рис. 2.3.  Форматирование результата вычислений 
 

Если выбрать формат Engineering,  то результат будет пред-

ставлен так, как показано на рис. 2.4. 
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Рис. 2.4.  Формат Engineering 

2.2.  Решение  задач  статики  и кинематики в пакете 

MathCAD  

Ниже будут приведены решения в пакете MathCAD не-

скольких задач статики и кинематики различных конструкций.  

 

Задача 2.2.1. Рассмотрим задачу о колебаниях упругой бал-

ки, закрепленной на двух опорах, на середине которой закреп-

лен перфоратор с динамически неуравновешенной массой 

(рис. 2.5). Необходимо определить, как прогиб балки зависит от 

времени.   

 
 

Рис. 2.5.  Движение балки 
 

Решение. Во время работы перфоратора балка совершает 

вынужденные колебания. Перфоратор, расположенный на упру-

гой балке, можно рассматривать как массу, висящую на пружине. 

Вынужденные колебания массы описываются формулой вида   

( ) cos( )y t A t   , 
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где A  – амплитуда колебаний;  

   – круговая частота приложенной силы;  

 t  – время;  

   – начальная фаза колебаний.  

 

Тогда ось балки можно описать функцией синуса: 

( , ) ( ) sin
x

y x t y t
L

 
   

 
, 

где x – координата сечения балки;  

 L – длина балки.   
 

Пусть заданы значения L = 2 м, А = 3 см,  = 10 рад/с и 

 = 0. На рис. 2.6  приведен график  положения оси балки, по-

строенный в документе пакета MathCAD.      ☻ 
 

 
 

Рис. 2.6. Расчет движения балки 
 

Задача 2.2.2. Дан кривошипно-шатунный механизм, изо-

браженный на рис. 2.7. Известна постоянная круговая частота 

вращения кривошипа ω, необходимо определить зависимость 

положения и  поступательной скорости ползуна от времени.  
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С помощью  инструмента «Анимация» создать видеоролик, 

воспроизводящий процесс движения кривошипно-шатунного 

механизма.  

Решение. Рассмотрим математическую модель движения 

кривошипно-шатунного механизма. 

 

 
Рис. 2.7. Кривошипно-шатунный механизм 

 

Угол поворота кривошипа линейно зависит от времени, т.е.  

          , а угол поворота шатуна выражается следующим 

образом: 

                    
          

  
   . 

Расстояние от начала координат до ползуна является сум-

мой проекций кривошипа и шатуна на ось х.  Таким образом: 
  

                                   
 

и скорость ползуна определяется как производная координаты 

по времени: 

                                                
     

  
 . 

 

На рис. 2.8 приведен фрагмент документа MathCAD, в ко-

тором для определения зависимостей координаты и скорости от 

времени используется оператор символьных вычислений  , 

расположенный в палитре инструментов  Symbolic («Символиче-

ская»).  Напомним, что этот  оператор позволяет получать ре-

зультат в аналитическом виде, т.е. в виде формулы.  
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Рис. 2.8. Расчет скорости ползуна 
 

Взаимное расположение кривошипа и шатуна в некоторый 

момент времени можно представить в виде графика на коорди-

натной плоскости. Если в качестве времени   использовать зна-

чения переменной FRAME, равные 0, 1, 2, 3,…, 100, то 

MathCAD (команда Animation из меню Tools [6, 9] будет после-

довательно строить графики для этих моментов времени, и бу-

дет получена анимация движения кривошипно-шатунного меха-

низма в отдельном окне, показанном в нижней части документа  

(рис. 2.9).   ☻ 
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Рис. 2.9. Анимация движения кривошипно-шатунного механизма 

 

В курсе «Сопротивление материалов» для определения пе-

ремещений сечений балок при прямом поперечном изгибе ис-

пользуется метод непосредственного интегрирования [2]. Пока-

жем, как решить такую задачу с помощью  пакета MathCAD.    
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Задача 2.2.3.  Дана стальная балка из прокатного двутавра 

№ 20 (ГОСТ 8239-89) (рис. 2.10). Требуется определить прогиб 

и угол поворота свободного края консоли. 
 

 
 

Рис. 2.10. Закрепление балки из двутавра 
 

Решение. В пособии по сопротивлению материалов [10, 

с. 10–12] подробно изложен алгоритм решения этой задачи, по-

этому ограничимся лишь самыми необходимыми пояснениями, 

которые помещены в собственно документ MathCAD.  

Здесь стоит еще раз отметить существенную и отличитель-

ную особенность пакета MathCAD: запись алгоритма вычисле-

ний в документе MathCAD (т.е. реализация математических 

формул) выглядит так же, как и сами математические формулы. 

Поэтому, в принципе, можно не приводить предварительно ма-

тематических выкладок, а поместить их в математическую об-

ласть документа MathCAD. 

На рис. 2.11 приведено начало документа MathCAD, ре-

шающего рассматриваемую задачу.  Рис. 2.12 демонстрирует 

работу тандема операторов присваивания «: =» и символьных 

вычислений «→». Оператор присваивания указывает, что неиз-

вестная функция является интегралом другой функции, вид ко-

торой задан (в данном случае линейная функция с известными 

коэффициентами). Затем оператор символьных вычислений оп-

ределяет, как искомая функция зависит от аргумента (квадра-

тичная зависимость).    
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Рис. 2.11. Начало расчета прогиба  балки из двутавра 

 

Рис. 2.12. Завершение расчета прогиба  балки из двутавра 
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2.3. Решение задач динамики в пакете MathCAD 

Первоначально рассмотрим некоторые задачи теоретиче-

ской  механики, которые сводятся к решению обыкновенных 

дифференциальных уравнений (ОДУ). Для их решения будут 

использоваться встроенные функции пакета MathCAD. 
 

Функция  MathCAD для решения обыкновенного дифферен-

циального уравнения m-го порядка.  Напомним [  ], что обыкно-

венным дифференциальным уравнением m-го порядка называ-

ется уравнение 
 

    1
, , , ,

m m
y f t y y y


 ,                      (2.3.1) 

где ( )

( )

( )m
m

n

d y t
y

dt
  – означает производную m-го порядка по пе-

ременной t .  
 

Задача Коши для такого уравнения заключается в нахожде-

нии такой функции ( )y t , которая является решением уравнения 

(2.3.1) (т.е. обращает его в тождество) и удовлетворяет началь-

ным условиям:  

 0 0y t y ,  0 1y t y  , … , 
   1

0 1
m

my t y


 .   (2.3.2) 

Для решения рассмотренной задачи Коши в пакете  

MathCAD наиболее часто используются функция odesolve, об-

ращение к которой стоит в решающем блоке Given [  ]. В этом 

блоке задаются само дифференциальное уравнение m-го поряд-

ка и начальные условия (при этом используется жирный знак 

«равно» – вводится с палитры инструментов  «Логический»). 

Обращение к функции odesolve имеет вид: 

( , , )kodesolve t t n ,                                    (2.3.3) 

где t  – имя переменной (аргумент искомого решения);  

tk – значение, задающее конец интервала интегрирования 

(начало интервала t0); указывается в начальных условиях, 
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задаваемых в блоке Given следующей конструкцией: 

 0 0y t y ,  0 1y t y   и т.д. (при этом используется жир-

ный знак «равно»);  

n  – необязательный параметр, определяющий  число ин-

тервалов, на которые разбивается отрезок 0( , ).kt t  Если этот 

параметр опущен, то вычисление n  происходит внутри 

функции odesolve. 
 

 Результатом работы является значение решения дифферен-

циального уравнения в момент t. 

Применение функции odesolve показано в следующем при-

мере. 

 

Пример 2.3.1. Задача о свободных колебаниях динамиче-

ской системы. Пусть груз Q покоится на упругой рессоре. От-

клонение груза от положения равновесия в начальный момент 

времени обозначим через 0y , а значение скорости – 1y  (началь-

ные условия). Отклонение вниз – положительное, вверх – отри-

цательное. В положении равновесия вес уравновешивается уп-

ругостью пружины. Предполагается, что сила, стремящаяся вер-

нуть груз в положение равновесия – так называемая восстанав-

ливающая сила, – пропорциональна отклонению, т.е. равна 

k y  , где k – некоторая постоянная для данной рессоры вели-

чина («жесткость рессоры»). Предполагается, что движению 

груза Q препятствует сила сопротивления, направленная в сто-

рону, противоположную направлению движения, и пропорцио-

нальная скорости движения груза, т.е. сила 
dt

dy
v  , где 

 = const ≥ 0 (амортизатор). Найти функцию ( )y t  – координату  

движения груза. 

Решение. Дифференциальное уравнение движения груза на 

рессоре по II закону Ньютона имеет вид: 

dt

dy
yk

dt

yd
Q 

2

2

,                                      (2.3.4) 
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где k,  ≥ 0.  

Решение задачи Коши показано в документе MathCAD 

(рис. 2.13). Здесь же заданы все параметры системы. Для ввода 

штриха (обозначение производной) нажимается [Ctrl] + [F7]. 

В документе приведены графики численного решения (кривая 

( )cy t  – сплошная линия) и аналитического решения (кривая 

( )ay t  – крестики). Видно хорошее совпадение двух кривых.  ☻ 
 

 
Рис. 2.13. Решение задачи Коши для  примера 2.3.1 
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Для иллюстрации возможностей MathCAD рассмотри при-

мер с рессорой, жесткость которой меняется в зависимости от 

знака отклонения груза. 
 

Пример 2.3.2. Задача о свободных колебаниях динамиче-

ской системы с переменной  жесткостью. В условия примера 

2.3.1 внесем следующее допущение, а именно – жесткость рес-

соры задается следующим образом: 

 

100, ( ) 0;
( )

20, ( ) 0.

y t
k y

y t


 


                             (2.3.5) 

Решение. Для задания переменной жесткости (2.3.5) будем 

использовать функцию  if  (вводится с клавиатуры и имеет три 

аргумента) [5, 9]. На рис. 2.14 показан документ, решающий за-

дачу Коши. Сравнивая графики численных решений ( )cy t  

(рис. 2.13, 2.14), можно заметить отличие полученных решений. 

Аналитическое решение получить не удается, и поэтому график 

кривой  ( )ay t  (рис. 2.14) отсутствует. 
 

Функции  MathCAD для решения систем  дифференциаль-

ных уравнений первого порядка. Многие физические процессы 

описываются системами уравнений, содержащими производные 

нескольких неизвестных функций по одной и той же независи-

мой переменной. Рассмотрим такую систему уравнений: 
 

 

 

 

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

m

m

m m m

y f t y y y

y f t y y y

y f t y y y

 


 


  

   (2.3.6) 

 

где y1,y2,…,ym – искомые функции переменной t;  

f1, f2,…, fm – заданные функции нескольких переменных. 
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Рис. 2.14. Решение задачи Коши для  примера 2.3.2 

 

Будем рассматривать задачу Коши для системы (2.3.6): 
 

 1 0 1y t y ,  2 0 2y t y ,…,  0m my t y ,  (2.3.7) 

где y1,y2,…,ym – заданные величины.  
 

При этом решение  вычисляется на интервале 0( , ).kt t  

Заметим, что дифференциальное уравнение первого поряд-

ка есть частный случай системы (2.3.6) при  m = 1. 

 



37 
 

К решению задачи  Коши для системы ОДУ сводится зада-

ча Коши для ОДУ вида (2.3.1). Введя новые переменные: 

 m

m yyyyyyyy  ,,, 3221  ,       (2.3.8) 

приходим к системе ОДУ первого порядка: 

 

1 2

2 3

1

1 2

,

,

,

, , , ,

m m

m m

y y

y y

y y

y f t y y y



  


 


  


 

  (2.3.9) 

с начальными условиями  (см. (2.3.2)): 

 1 0 0y t y ,  2 0 1y t y ,…,  0 1m my t y  .   (2.3.10) 

 Для решения систем ОДУ первого порядка в пакете опреде-

лены следующие функции:  

 rkfixed – метод Рунге – Кутты с фиксированным шагом; 

 Rkadapt – метод Рунге – Кутты с адаптивным выбором 

шага; 

 Bulstoer – метод Булирша – Штера.  
 

 Обращение к этим функциям имеет вид: 
 

rkfixed(y,t0 ,tk,n,D);   Rkadapt(y,t0 ,tk,n,D);   Bulstoer(y,t0 ,tk,n,D). 
 

Аргументы функций одинаковы: 

y – вектор начальных условий размерности m , проекции 

которого определяются значениями (2.3.7); 

t0, tk – граничные точки интервала, на котором ищется ре-

шение дифференциального уравнения; 

n – число точек (не считая начальной), в которых вычисля-

ются значения искомого решения; 

D – векторная функция двух переменных ( , ),D x y  содержа-

щая вектор первых производных, т.е. правую часть систем 

(2.3.6) или (2.3.8). 
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Результатом работы этих функций является матрица разме-

ром ( 1) ( 1),n m    
первый столбец которой – это значения ар-

гумента t, в которых вычислялось решение. Второй столбец и 

последующие – численные значения решений 

1 2( ), ( ),..., ( )my t y t y t  в точках 0 1, ,..., nt t t  (первый столбец матри-

цы). 
 

Пример 2.3.3. Используя функцию rkfixed решить задачу 

Коши примера 2.4.1, сведя ее к задаче Коши для системы ОДУ 

первого порядка. 

Решение. Введем новые переменные: 

1( ) ( )y t y t  – искомое решение ОДУ; 

2( ) ( )y t y t  – первая производная решения ОДУ. 

Тогда получаем  систему ОДУ первого порядка: 
 

1 2

2 1 2

,

.

y y

k
y y y

Q Q



 



   


                                    (2.3.11) 

Начальные условия  1 0 0.01y t  ,  2 0 0y t  . 

Решение этой системы приведено в документе, показанном 

на рис. 2.15. Обратите внимание, что переменная ORIGIN задана 

равной 1 (для совпадения индексов переменных с обозначения-

ми системы (2.3.11)). Переменные 1 2,Y Y  являются элементами 

вектора, и поэтому их индексные выражения вводятся после 

нажатия клавиши «левая квадратная скобка». Переменные 1 2,y y  

(задают начальные условия) являются скалярными величинами, 

и их индексы вводятся после нажатия клавиши [ ]  – десятичная  

точка.     ☻ 
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Рис. 2.15. Решение задачи Коши для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений (пример 2.4.3) 

 



40 
 

Пример 2.4.4. Построить фазовый портрет динамической 

системы примера 2.4.1 в координатах «перемещение-

ускорение». 

Решение. К документу, изображенному на рис. 2.15, добав-

ляется фрагмент, приведенный на рис. 2.16.     ☻ 

 

 
 

Рис. 2.16. Построение фазового портрета  (пример 2.4.4) 
 

В конце параграфа рассмотрим примеры на  движение тела 

под действием сил тяжести. 
 

Пример 2.4.5. Тело брошено вертикально вверх с началь-

ной скоростью 0 40V  м/с. Определить, в какой момент времени 

maxt  тело поднимется на максимальную высоту и значение этой 

высоты maxH . 

Решение. Высота подъема  тела  ( )H t  определяется сле-

дующим выражением: 

2
0( )

2

g
H t V t t  . 
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 Для нахождения maxt  сформулируем следующую оптими-

зационную задачу: найти время  maxt , для которого функция 

( )H t  принимает максимальное значение. Для решения этой за-

дачи используется функция MathCAD  Maximize (п. 1.1 и [5, 

15]). На рис. 2.17 приведен фрагмент документа, в котором ре-

шается рассматриваемая задача. Первоначально задача решается 

графически, определяются приближенные решения задачи. 
 

 
 

Рис. 2.17. К примеру  2.4.5 
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 Из графика функции ( )H t  находится интервал времени, на 

котором тело достигает максимальной величины, и эта инфор-

мация отражается в блоке Given неравенством 0 8t  . В двух 

последних строках документа MathCAD (см. рис. 2.17) вычисля-

ется решение оптимизационной задачи, и находится максималь-

ная высота подъема тела.    ☻ 

 

 Пример 2.3.6. В условиях примера 2.3.5 определить, в ка-

кой момент времени 0t  тело упадет на землю. 

 Решение.   Значение  0t  будем находить как решение урав-

нения ( ) 0H t   при ограничении  6t   (которое взято из графи-

ка ( )H t  на рис. 2.17). Для решения уравнения используем 

функцию root [3, 5],  обращение к которой стоит в блоке  Given. 

Перед блоком Given  стоит задание «начального» значения пе-

ременной : 6t  . 

В последней строке документа (рис. 2.18) делается проверка 

найденного корня, показывающая высокую точность  вычисле-

ния решения уравнения ( ) 0H t   при ограничении  6t  . 
 

 
 

Рис. 2.18.  К примеру  2.3.6 
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Вопросы и задания для самопроверки 

 

1. Как проверить результат решения физической задачи с по-

мощью метода размерности?  

2. Сделайте расчет сил гравитационного притяжения Земли и 

Луны. Необходимые формулы и размерности вставьте с 

помощью средств MathCAD. 

3. Аналогичным способом сформируйте таблицу некоторых 

физических величин (скорость света, заряд электрона 

и т.д.). 

4. Дайте определения понятий производной, неопределенного 

интеграла и определенного интеграла.  

5. Сформулируйте задачу Коши для обыкновенного диффе-

ренциального уравнения второго порядка. 

6. Какая связь между порядком обыкновенного дифференци-

ального уравнения и количеством начальных условий в за-

даче Коши? 

7. Запишите дифференциальное уравнение движения матема-

тического маятника и с помощью символьных вычислений  

получите закон движения этого  маятника. 

8. Тело, находящееся над поверхностью Земли на расстоянии 

10 м, брошено вертикально вверх с начальной скоростью 

0 30V   м/с. Определить, в какой момент времени maxt  тело 

поднимется на максимальную высоту и значение этой вы-

соты  maxH . 

9. В условиях примера 2.4.5 построить фазовый портрет в ко-

ординатах «высота ( )H t  – скорость  
( )

( )
dH t

V t
dt

 . 

10. В условиях примера 2.3.1 предположить, что коэффициент 

0  .  Используя функцию odesolve,  найти решение диф-

ференциального уравнения (2.3.4) при 0   и  построить  

график этого решения. 

11. Что является результатом работы  функции  Rkadapt?  



44 
 

Глава 3.  ЗАДАЧИ  ТЕПЛОВОГО РАСЧЕТА 

СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

Эта глава  содержит решение в пакете MathCAD некоторых 

задач теплопроводности строительных конструкций. Задача те-

плопроводности заключается в отыскании температуры в от-

дельных местах конструкции в любой момент времени. Эта за-

дача описывается дифференциальным уравнением теплопро-

водности. 

3.1. Распределение температуры в  плоской 

неограниченной пластине 

Рассмотрим задачу распределения температуры в стене до-

ма с постоянной температурой в помещении и меняющейся в 

течение суток температурой воздуха снаружи. 

 

Постановка задачи. Дана неограниченная пластина, тол-

щина которой равна b (рис. 3.1). Начальное распределение тем-

пературы  в пластине задается некоторой функцией t(x,0) = f(x), 

на левой границе пластины температура среды постоянная 

(tc1 = const), на правой границе температура среды задается не-

которой функцией времени tc2() = F().  
Теплообмен с  окружающей средой происходит по закону 

Ньютона (граничные условия третьего рода).  Заданы теплофи-

зические характеристики с, ,  – соответственно удельная теп-

лоемкость, коэффициент теплопроводности, объемная масса и 

коэффициенты теплопередачи. Требуется найти распределение 

температуры по толщине пластины в любой момент времени. 

Начало координат выберем на левой поверхности пластины 

(рис. 3.2). Дифференциальное уравнение для одномерной задачи 

и краевые условия запишутся в виде: 
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Рис. 3.1. Распределение 

температуры 
Рис. 3.2. Неограниченная  пластина 

 

 
       

  
                     

где      
  

 
    коэффициент  температуропроводности. 

 

Схема расчета. Для решения задачи используем метод ко-

нечных разностей, который основан на замене производных их 

приближенным значением, выраженным через разности значе-

ний функции в отдельных дискретных точках – узлах сетки. 

Заменим область непрерывного изменения температуры 

сетчатой (0 < x < b, n <  < k). На оси абсцисс откладываем от-

резок длиною b и делим его с шагом dx. Точки деления (узлы) 

имеют значения xi = (i – 1)dx, i = 1, 2,…, n. По оси ординат от-

ложим значения времени  через равные промежутки d. Точки 

деления –  k = n + d.
(k – 1), k : = 1,…, m. 

Проводим через полученные узлы на осях координат пря-

мые, параллельные координатным осям (рис. 3.3). Задача состо-

ит в нахождении приближенного значения функции t(x,) в каж-

дом узле сетки. Значения t в узлах, лежащих на осях координат 

и на прямой, параллельной оси ординат и расположенной от нее 

на расстоянии b, находятся из начального и граничных условий. 
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Рис. 3.3. Схема расчета 

 

Заменим частные производные в узлах сетки через разност-

ные отношения, тогда дифференциальное уравнение и гранич-

ные условия запишутся в виде:  

– дифференциальное уравнение: 

                  
  

   
                             

– граничное условие на левой границе: 

         
            

    
  

        
    
  

  

– граничное условие на правой границе: 

         
                 

    
  

     
    
  

   

 

Расчет температурного поля  проведем для бетонной стены 

дома толщиной b = 0.6 м, теплофизические характеристики ко-

торой следующие, λ = 2,8 Вт/(м·град.), c = 0.28 Дж/(кг·град.), 
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ρ = 2400 кг/м
3
, температура в комнате постоянная tc1 : = 20 град., 

температура на улице меняется с периодом 24 ч: 

                      
 

  
    

Температура по толщине пластины в начальный момент 

времени задана линейно: 

         
            

 
         

Коэффициенты теплопередачи между поверхностями стены 

и внешней средой 1 = 3.5 Вт/(м
2
·град.), 2 = 3.5 Вт/(м

2
·град.). 

 

Документ MathCAD, реализующий рассмотренный алго-

ритм решения, включает следующие конструкции (в документ 

вставлены комментарии, которые можно опустить): 

 

ORIGIN: = 1  

 

Исходные данные: 

1 : = 3.5  2 : = 3.5  b : = 0.6   : = 2.8  c : = 0.28   : = 2400            

tc1 : = 20    tc0 : = –10  dt : = 5   n : = 0   k : = 24    d : = 0.1 

 

Расчет количества узлов по толщине пластины и по времени: 

            
 

  
       

            
     

  
        

      
 

  
  

 

Расчет начальной температуры на правой границе: 
 

                
    

  
 . 

 

Замечание. В подпрограмме-функции Temp производится 

расчет температуры во всех узлах пространственно-временной 

сетки. В теле подпрограммы-функции используются перемен-

ные, которые должны быть определены до обращения  к   Temp.  
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t : = Temp   
 

Подготовка параметров для построения графиков: 

i : = 1 .. n      k : = 1 .. m    xi : = dx
.
(i – 1)    k  : = n + d.

(k – 1), 

 

Temp

xi dx i 1( )

ti 1
tc2n tc1

b
xi tc1

i 1 nfor

 k n d k 1( )

tc2k tc0 dt sin
  k

12











k 1 mfor

ti k 1 ti k
a d

dx
2

t i 1 k 2 ti k t i 1 k 

i 2 n 1for

t1 k 1

t2 k 1
1 dx


tc1

1
1 dx






tn k 1

tn 1 k 1
2 dx


tc2k 1

1
2 dx






k 1 m 1for

t


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- температура среды на улице 

tni : = ti,1 – начальная температура в стене 

tki : = ti,m – конечная температура в стене 

tlk : = t1,k – температура на левой поверхности стены 

tpk : = tn,k – температура на правой поверхности стены 

 

 

Рис. 3.4. Распределение температуры в стене в начальный 

и конечный моменты  времени 

  

Рис. 3.5. Распределение температуры на улице 

и на поверхностях стены 
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x
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20

12

4

4

12
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tl
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

 tc2k tc0 dt sin
  k

12










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3.2. Сопоставление решений задачи аналитическим 

и численным  методами 

Упростим задачу и решим ее аналитическим и численным 

методами. 

 

Постановка задачи. Дана неограниченная пластина, тол-

щина которой равна b. В начальный момент времени температу-

ра  в пластине во всех местах постоянная (t0 = const). Внезапно  

на левой и правой границе пластина подвергается охлаждению с 

постоянной температурой (tc = const).  

Теплообмен с  окружающей средой происходит по закону 

Ньютона (граничные условия третьего рода).  Заданы теплофи-

зические характеристики с, , ,  – соответственно удельная 

теплоемкость, коэффициент теплопроводности, объемная масса 

и коэффициент теплопередачи. Расчет температуры проведем 

для бетонной стены толщиной b = 0.6 м, теплофизические ха-

рактеристики которой следующие:  = 2,8 Вт/(м·град.), 

c = 0.28 Дж/(кг·град.),  = 2400 кг/м
3
, начальная температура в 

стене t0 = 20 град., температура среды tc = –10 град. 

Коэффициент теплопередачи между поверхностью стены и 

внешней средой  = 3.5 Вт/(м
2
·град.). 

Аналитическое решение задачи для плоской стенки получе-

но в следующем виде [13]: 

                       
 
     

        
 
 

 

      
     , 

где     корни характеристического уравнения             , 

     критерий Био       
  

 

 

 
; 

     критерий Фурье      
   

 
 

 
 
 ; 

     начальные тепловые амплитуды: 
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 Так как пластина будет остывать симметрично с обеих сто-

рон, то начало координат поместим в середине стенки. 

Документ MathCAD, реализующий аналитический метод 

решения, включает следующие конструкции (в документ встав-

лены комментарии, которые можно опустить): 

 

ORIGIN : = 1  

 

Исходные данные: 

 

 : = 3.5    b : = 0.6     : = 2.8    c : = 0.28     : = 2400      tc : = –10   

t0 : = 20     n : = 0      k : = 24    d : = 0.1    dx : = 0.01 

 

Расчет количества узлов по толщине пластины и по времени: 

        
 

  
             

     

  
        

 

  
 

                            
  

 

 

 
                   

 

  
  

В процедуре   производится расчет корней характеристи-

ческого уравнения и начальных тепловых амплитуд. Для нахож-

дения корней применяем функцию root [5]. 

 

  x
bi 

2 1 bi( )


x1 0.0001  i 1( )

x2 
1

2
i











y1 i root f x( ) x x1 x2( )

y2 i 2
sin y1 i 

y1 i sin y1 i  cos y1 i 


i 1 30for

y


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В процедуре Tet производится расчет температуры на по-

верхности и внутри стены: 

 

 
 

t : = Tet 
 

Численное решение задачи получим, используя приведен-

ный выше алгоритм метода конечных разностей. Для сравнения 

результатов построим графики полученных температур: 

 

tn – начальная температура в стене; 

tka – распределение температуры в стене, вычисленное аналити-

чески на конечный момент времени; 

tkr – распределение температуры в стене, вычисленное численно 

на конечный момент времени; 

 Tet

k d j 1( )

Fo a
k

b

2









2


v 0

r dx l 1( )

y  2 i cos  1 i
2

b
 r









e


1 i  
2

 Fo













v v y

i 1 30for

P j l v t0 tc( ) tc

l 1 nfor

j 1 mfor

P





53 
 

tрa – распределение температуры по времени на поверхности 

стены, вычисленное аналитически; 

tpr – распределение температуры по времени на поверхности 

стены, рассчитанное численно. 

Рис. 3.6. Распределение температуры в стене на начальный и конечный 

моменты времени 

 

Рис. 3.7. Изменение температуры на поверхности стены по времени 
 

 

Из графиков видно, что расхождение температур, вычис-

ленных различными методами, незначительное. Следовательно, 

можно применять П-Ф Temp, основанную на численном методе 
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конечных разностей для решения различных задач строительной 

теплотехники.  

3.3. Распределение температуры в многослойной стене 

Рассмотрим задачу распределения температуры в стене, со-

стоящей из трех слоев с разными теплофизическими характери-

стиками. 

 

Постановка задачи. Три неограниченные пластины тол-

щиной l1, l2,  l3 находятся в соприкосновении  (рис. 3.8). На-

чальная температура  в пластинах одинаковая (t0 = const). В на-

чальный момент времени левая и правая свободные поверхности 

системы пластин подвергаются охлаждению с постоянной тем-

пературой (tc = const).  

Теплообмен с  окружающей средой происходит по закону 

Ньютона (граничные условия третьего рода).  Заданы теплофи-

зические характеристики: с1, 1, 1 – соответственно удельная 

теплоемкость, коэффициент теплопроводности, объемная масса 

первой пластины; с2, 2, 2 – второй пластины; с3, 3, 3 – 

третьей пластины, и  – коэффициент теплопередачи с поверх-

ностей в окружающую среду. Требуется найти распределение 

температуры по толщине системы из трех пластин в любой мо-

мент времени. Начало координат выберем на левой поверхности 

системы пластин (см. рис. 3.8). Дифференциальные уравнения 

для одномерной задачи и краевые условия запишутся таким об-

разом: 
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где       
    

  
         

    

  
         

    

  
   коэффициенты тем-

пературопроводности. 

 
 

Рис. 3.8. Система из трех неограниченных пластин 
 

Для решения задачи используем метод конечных разностей, 

который описан в предыдущих примерах. 

Расчет температуры проведем для трехслойной стены (бе-

тон, теплоизолятор, облицовочный кирпич) со следующими 
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размерами и теплофизическими характеристиками: толщины 

слоев – l1 = 0.5 м, l2 = 0.1 м, l3 = 0.12 м, теплофизические харак-

теристики – 1 = 2,8 Вт/(м·град.), c1 = 0.28 Дж/(кг·град.), 

1 = 2400 кг/м
3
. 2 = 0,038 Вт/(м·град.), c2 = 0.38 Дж/(кг·град.), 

2 = 600 кг/м
3
. 3 = 2,4 Вт/(м·град.), c3 = 0.28 Дж/(кг·град.), 

3 = 1800 кг/м
3
. Температура среды tc : = –20 град., температура 

слоев в начальный момент времени t0 : = 20 град. 

Коэффициент теплопередачи между поверхностями стены и 

внешней средой  = 22.5 Вт/(м
2
·град.) (сильный ветер). 

Документ MathCAD, реализующий рассмотренный алго-

ритм решения, включает следующие конструкции (в документ 

вставлены комментарии, которые можно опустить): 

 

ORIGIN : = 1  

 

Исходные данные: 

 

l1 : = 0.6            1 : = 2.8     c1 : = 0.28      1 : = 2400 

l2 : = 0.6            2 : = 2.8     c2 : = 0.28      2 : = 2400 

l3 : = 0.6            3 : = 2.8     c3 : = 0.28      3 : = 2400 

dx : = 0.01         n : = 0         k : = 48         d : = 0.01 

tc : = –20            t0 : = 20         : = 22.5 

 

Расчет количества узлов по толщине пластины и по времени: 

 

         
  

  
               

  

  
             

  

  
   

 

        
     

  
         

  

    
     

  

    
     

  

    
  

В процедуре Temp производится расчет температуры во 

всех узлах пространственно-временной сетки: 
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Temp

t i 1 t0

i 1 b3for

t i k 1 t i k
a1 d

dx
2

t i 1 k 2 t i k t i 1 k 

i 2 n1 1for

t i k 1 t i k
a2 d

dx
2

t i 1 k 2 t i k t i 1 k 

i n1 1 b2 1for

t i k 1 t i k
a3 d

dx
2

t i 1 k 2 t i k t i 1 k 

i n1 n2 1 b3 1for

tn1 k 1

2 tn1 1 k 1 1 tn1 1 k 1

1 2


tb2 k 1

3 tb2 1 k 1 2 tb2 1 k 1

2 3


t1 k 1

t2 k 1
 dx

1
tc

1
 dx

1




tb3 k 1

tb3 1 k 1
 dx

3
tc

1
 dx

3




k 1 m 1for

t


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t : = Temp   

tn – начальная температура в стене; 

tk – конечная температура в стене ; 

tkc – температура в стене на 24 ч; 

tkn – температура в стене на 12 ч. 

 
Рис 3.9. Распределение температуры по толщине системы 

 

Из рисунка видно влияние теплоизоляционного слоя. Отток 

тепла из середины стены через правую границу значительно 

слабее, чем через левую за счет теплоизоляционного слоя.  
 

Вопросы  и задания для самопроверки 

 

 1. Какими уравнениями описывается теплопроводность и 

какие условия должны быть заданы для решения задачи распре-

деления тепла в стене? 

 2. На чем основан метод конечных разностей для решения 

дифференциальных уравнений в частных производных? 

 3. Какие вычисления осуществляются функцией root? 
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Глава 4.  ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ 

Эта глава  содержит решение в пакете MathCAD часто 

встречаемых задач теории вероятностей и математической ста-

тистики. Используемые определения и понятия можно посмот-

реть в учебном пособии  [11] или другой учебной литературе. 

4.1. Формула испытаний Бернулли 

Предположим, что один и тот же опыт производится при 

неизменных условиях n  раз. В каждом из этих опытов случай-

ное событие A  может произойти с вероятностью p  и не про-

изойти с вероятностью, соответственно, 1q p  . Вероятность 

того, что в этих n  испытаниях событие A  произойдет равно k  

раз (0 ),k n   вычисляется по формуле Бернулли: 

   1
n kk k

n nP k C p p


  ,                      (4.1.1) 

где k
nC  – число сочетаний равное  

 
!

! !

k
n

n
C

n k k



,                                 (4.1.2) 

! 1 2 3n n    – факториал числа n . 

Ценность формулы Бернулли состоит в том, что она дает 

ответ, когда из-за слишком большого числа элементарных исхо-

дов обычные комбинационные способы подсчета вариантов не-

применимы. Рассмотрим применение формулы Бернулли в не-

которых вероятностных расчетах, часто встречающихся в тео-

рии вероятностей. 

Вероятность того, что событие A  произойдет не более, 

чем k  раз. Обозначим через  Prob k  вероятность того, что со-

бытие A  произойдет не более k  раз. По теореме сложения ве-

роятностей несовместных событий имеет место выражение 

         
0

0 1
k

n n n n

i

Prob k P P P k P i


     .         (4.1.3) 
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Вероятность того, что событие A  произойдет не менее, 

чем k  раз. Эта вероятность  nR k  равна сумме вероятностей: 

         1
n

n n n n n

j k

R k P k P k P n P j


      .        (4.1.4) 

Учитывая, что 

         
0

0 1 1
n

n n n n n

i

P i P P P k P n


       ,   (4.1.5) 

имеем  

   1 1nR k Prob k   .                (4.1.6) 
 

Вероятность того, что событие A  произойдет хотя бы 

один раз. Это означает, что событие A  произойдет не менее од-

ного раза, т.е. оно может произойти один, два и т.д. до n  раз. 

Вероятность такого события равна (4.1.4): 

           
1

1 1 2 1 0
n

n n n n n n

j

R P P P n P j P


       . (4.1.7) 

Вероятность того, что событие A  произойдет не более 

одного раза. Эта вероятность равна 

         
1

1 0 1 1 1 1
n

n nProb P P n p p


        .    (4.1.8) 
 

Рассмотрим, как вычислить эти вероятности в пакете 

MathCAD. Для этого можно использовать следующие функции: 

  ,combin n k  – вычисляет число сочетаний k
nC  по 

формуле (4.1.2); 

  , ,dbinom k n p  – вычисляет по формуле Бернулли ве-

роятность  nP k  (4.1.1); 

  , ,pbinom k n p  – вычисляет вероятность  Prob k  по 

формуле (4.1.3). 

Задача 4.1.1. Для проверки качества изготовленных деталей 

была сформирована контрольная группа – 10 деталей, из кото-

рых наугад осуществляется выборка отдельных деталей с воз-
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вращением взятой детали в контрольную группу после проверки 

(такая схема получила название выборки с возвратом). Доля 

бракованных деталей во всей изготовленной партии составляет 

0.05. Каковы вероятности обнаружить в контрольной группе: 

 событие A  – бракованных деталей; 

 событие B  – не более двух кондиционных деталей; 

 событие C  – не менее двух бракованных деталей. 

 

Решение. Из условий задачи следует: 10n  , 2k  , 

0.05p  , 1 0.95.q p    Вероятность события A  равна вероят-

ности того, что в контрольной группе будет обнаружена хотя бы 

одна бракованная деталь, и эта вероятность определяется по 

формуле (4.1.7), т.е. 

     
10

10

1

1 n

j

P A R P j


  .                     (4.1.9) 

Вероятность события B  определяется выражением (4.1.3): 

   
2

0

2 n

j

Prob P j


 .                          (4.1.10) 

Вероятность события C  определяется выражением (4.1.4): 

     
10

10

2

2 1 1n

j

R P j Prob


   .          (4.1.11) 

На рис. 4.1 показан фрагмент документа MathCAD, в кото-

ром вычисляются вероятности событий A, B, С с использовани-

ем функций пользователя  ,Prob n k  и  ,R n k .  
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Рис. 4.1.  Вычисление вероятностей событий примера 4.1.1 
 

Эти функции также позволяют провести исследование 

влияния исходных данных на результаты испытаний по схеме 

Бернулли. В качестве одного из множества вариантов такого ис-

следования (рис. 4.2) приводятся результаты анализа влияния 

числа испытаний (n = 10 и n = 50) на вероятность  nP k  

(рис. 4.2а, кривая 1 – 10n   и кривая 2 – 30n  ) и на вероят-

ность  Prob k  (рис. 4.2б, кривая 3 – 10n   и кривая 4 – 50n  ). 

Из приведенных графиков видно: кривая  50P k  приобретает 

максимум в точке между 2k   и 3k  . Этот факт отражает за-

кономерность, согласно которой максимум вероятности дости-

гается при 50 0.05 2.5.k n p       ☻ 

 

Пример 4.1.2. Пусть вероятность попадания в «десятку» 

при одном выстреле равна 0.2. Определить наименьшее число 

minn  выстрелов, которые надо произвести, чтобы с вероятно-

стью, не меньшей 0.9,  попасть в десятку хотя бы один раз. 
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                               а)                                               б) 

Рис. 4.2.  Графики вероятностей  nP k ,  Prob k  

 

Решение. Обратимся к формуле Бернулли. Событие A  за-

ключается в попадании в «десятку», и вероятность этого собы-

тия равна 0.2.p   Вероятность попадания в десятку хотя бы 

один раз при n  выстрелов равна  

   1 0 1 1 1
n n

nP p q      , 

где 1q p  . Тогда искомое число выстрелов minn  определяется 

неравенством  

min1 0.9nq  .                 (1.4.12) 
 

На рис. 4.3 показан фрагмент документа, содержащий ре-

шение этого неравенства. Функция  ceil округляет решение не-

равенства до ближайшего большого целого и дает результат 

min 11n  .  
 

 
 

Рис. 4.3. Вычисления к примеру 4.1.2 
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Задание 4.1.1. В условиях задачи 4.1.2 определить число 

наименьших выстрелов при 0.4, 0.7, 0.9p  . Объяснить выяв-

ленную закономерность изменения minn .     ● 

4.2. Случайные величины и их числовые характеристики 

Напомним, что случайной называют величину, которая в ре-

зультате испытаний принимает одно значение, априори (т.е. до 

опыта) неизвестное и зависящее от некоторой совокупности 

случайных причин, полный учет которых заранее не известен. 

Случайные величины могут быть дискретными и непрерывными. 

Дискретной называется такая случайная величина, которая 

может принимать конечное или бесконечное счетное множество 

значений. Для задания такой случайной величины перечисляют 

все ее значения, например 1 2, , , nx x x  и вероятности 

1 2, , , np p p  появления этих значений. 

Непрерывной случайной величиной называется величина, 

которая может принимать (случайным образом) любое значение 

на всей вещественной оси  ,   или из конечного отрезка 

 ,a b . Непрерывные случайные величины являются предметом 

дальнейшего рассмотрения. 

Основными законами, полностью описывающими непре-

рывные случайные величины, являются: 

 функция распределения 

   F x P X x   –                           (4.2.1) 

вероятность события, что значения случайной величины X  

меньше заданного значения x ; 

 плотность распределения 

   
d

f x F x
dx

 .                          (4.2.2) 

В дальнейшем будем предполагать, что  F x  – непрерыв-

ная функция, для которой можно доказать следующие свойства: 

1)  0 1F x  ;                 (4.2.3) 
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2)    lim 0
x

F F x


   ;        (4.2.4) 

3)    lim 1
x

F F x


   ;               (4.2.5) 

4)    F b F a , если b a .      (4.2.6) 

Последнее свойство говорит о том, что  F x  является не-

убывающей функцией. 

Плотность распределения  f x  позволяет вычислить  F x : 

   F x p z dz





  ,               (4.2.7) 

является неотрицательной функцией 

  0f x           (4.2.8) 

и удовлетворяет условию 

  1f x dx





 .            (4.2.9) 

Заметим, что для непрерывных случайных величин с непрерыв-

ной функцией  F x  имеют место следующие равенства вероят-

ностей: 

     

 ,

P X P X P X

P X

        

  

     

 
  (4.2.10) 

где  P X    – вероятность попадания в открытый интер-

вал  ,  ; 

 P X    – в полузакрытый интервал  ,  ; 

  P X    – в полузакрытый интервал  ,  ; 

  P X    – в закрытый интервал  ,  . 
 

Вероятность попадания в интервал  ,   можно вычислить 

двумя методами: 

     P X F F       ;         (4.2.11) 
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   P X f x dx





     .                 (4.2.12) 

Тогда, в силу равенств (4.2.10) соотношения (4.2.11), 

(4.2.12) определяют вероятность попадания случайной величи-

ны в отрезки с другими типами границ. 

 

Пример 4.2.1. Пусть функция  F x  задается выражением: 

 

2

0, 0;

, 0 2;
16

7 11
, 2 ;

4 4

11
1, .

4

если x

x
если x

F x
x если x

если x



  



 
  






 

Определить плотность  f x  и вероятность попадания случай-

ной величины X  в интервал  1, 2.5 . 

Решение. На рис. 4.4 приведен фрагмент документа 

MathCAD, в котором решается данная задача. Приведены кри-

вая 1 – график  F x , кривая 2 – график  f x . Вероятность по-

падания в отрезок  1, 2.5  вычислялась двумя способами: выра-

жение  A  (см. рис. 4.4) – формула (4.2.9), выражение  B  – 

формула (4.2.10).  
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Рис. 4.4.  Статистические вычисления к примеру 4.2.1 

 

Пример 4.2.2. Задана плотность распределения случайной 

величины 
 

 
2

0, 2;

, 2.

x

f x A
x

x




 




 

 

Определить: 

1) коэффициент A ; 

2) функцию  F x ; 
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3) вероятность попадания случайной величины в интервал 

(2, 3); 

4) вероятность того, что при четырех независимых испыта-

ниях случайная величина ни разу не попадет в интервал (2, 3). 
 

Решение. Неизвестный множитель A  определяем из усло-

вия (4.2.9): 

2 2
2 2

1
A dx

dx A
x x

 

   . 

 

В документе, приведенном на рис. 4.5, показано вычисле-

ние интеграла в символьном виде, откуда следует уравнение 

1
2

A
  или 2A  . 

 

 
 

Рис. 4.5. Вычисления к примеру 4.2.2 
 

Тогда 

 
2

0, 2;

2
, 2.

x

f x
x

x




 



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В этом же документе в символьном виде вычислена  F x  

на интервале  2, , откуда следует: 

 
0, 2;

2
, 2.

x

F x x
x

x




 




 

 Далее вычисляется вероятность 0.333p   попадания слу-

чайной величины в интервал (2, 3), и по формуле 

 
4 4 41 0.667 0.198p q     

 

вычисляется вероятность того, что при четырех испытаниях 

случайная величина ни разу не попадает в интервал (2, 3). ☻ 

Напомним, что математическое ожидание случайной вели-

чины определяется как: 

   M x x f x dx





  .                         (4.2.13) 

Дисперсия определяется выражением: 

      

    

2

22 .

D x x M x f x dx

x f x dx M x









  

 





             (4.2.14) 

Заметим, что математическое ожидание и дисперсия явля-

ются уже не случайными величинами: первая характеризует 

точку, вокруг которой группируются значения случайной вели-

чины; вторая – степень разброса значений случайной величины 

от ее математического ожидания. 

 

Задача 4.2.4. Для случайной величины, плотность распре-

деления которой задается формулой (пример 4.2.1): 
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 

0, 0;

, 0 2;
8

11
1, 2 ;

4

11
0,

4

если x

x
если x

f x
если x

если x



  



 
 







                          (4.2.15) 

вычислить  M x ,  D x . 

Решение. На рис. 4.6 приведен фрагмент документа, в кото-

ром вычисляются искомые числовые характеристики. Вычисле-

ние дисперсии осуществляется двумя способами (4.2.14).    ☻ 
 

 
 

Рис. 4.6. Вычисление числовых характеристик (пример 4.2.4) 

 

Квантилем порядка p  называется такое значение px , для 

которого 
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   p pP X x F x p   ,              (4.2.16) 

или 

 
px

f x dx p



 .                   (4.2.17) 

Таким образом, вычисление px  сводится к решению либо 

уравнения (4.2.16), либо (4.2.17). Лучше всего решать уравнения 

в пакете MathCAD. 

 

Пример 4.2.6. Найти квантиль 0.05x  случайной величины, 

плотность распределения которой задана выражением (4.2.15). 

Решение. На рис. 4.7 показан документ MathCAD, в кото-

ром вычисляется квантиль 0.05x  из уравнения (4.2.15). Найден-

ное значение равно 0.894 . Здесь же выполнена проверка этого 

значения.    ☻ 

 

 
 

Рис. 4.7. Вычисление квантилей (пример 4.2.5) 

 

Задание 4.2.1. Для функции плотности (4.2.15) вычислите 

квантили 0.5x , 0.75x  как решения  уравнения (4.2.16).     ● 
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4.3.  Моделирование  случайных величин 

В научных  и инженерных исследованиях  широкое приме-

нение находит метод статистического моделирования, или ме-

тод Монте-Карло. Для его реализации необходимо генерировать 

случайные (точнее, псевдослучайные) числа, распределенные по 

требуемому закону с заданными числовыми характеристиками 

(математическим ожиданием, дисперсией и т.д.). Пакет 

MathCAD включает большой набор функций не только для ге-

нерирования случайных чисел, но и для проведения различных 

статистических вычислений. 
 

Функции MathCAD для вычисления плотности распределе-

ния. В табл. 4.1 приведены функции (имена начинаются с буквы 

d – первая буква слова density), позволяющие вычислить значе-

ния функции плотности наиболее используемых распределений 

( x  значение, для которого вычисляется плотность распределе-

ния). 
 

Таблица 4.1 

Распределение 
Функция  

MathCAD 

Числовые 

характери-

стики 

1 2 3 

Нормальное распределение 

 
2

2

1
exp , 0

22

x 


 

 
  
   

 

 

 , ,dnorm x    

 , ,qnorm     

 , ,rnorm m    

 

2

( )

( )

M X a

D X 




 

 

Распределение Пуассона 

!

x

e
x

 
 

( x целое неотрицательное чис-

ло, 0 ) 

 ,dpois x   

 ,qpois    

 ,rpois m   

( )

( )

M X

D X








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Окончание табл. 4.1 

1 2 3 

Равномерное распределение 

1

b a
, если  bax ,  

0, если  bax ,  

 , ,dunif x a b  

 , ,qunif a b  

 , ,runif m a b  

 
2

( )
2

( )

12

a b
M X

D X

b a









 

 

Биноминальное распределение 

  xnxx
n ppC 1 , nx 0  

 , ,dbinom x n p

 , ,qbinom n p

 , ,rbinom m n p

 

 

( )

( )

(1 )

M X np

D X

np p





 

 

2 распределение 

0, если 0x ; 

 
12/

2/
2

2
2

1 



n

n
xe

n

x ,   если 

0x  

(  0n число степеней свободы) 

 ,dchisq x n  

 ,qchisq n  

 ,rchisq m n  

( )

( ) 2

M X n

D X n





 

 

 

Распределение Стьюдента 

 
 

2

1
2

2
1

1

2





















n

n

x

nn

n



 

(  0n число степеней свободы) 

 ,dt x n  

 ,qt n  

 ,rt m n  

– 

 

 

Кратко о 2 -распределении, которое широко используется 

в математической статистике. Пусть nNN ,...,1  – независимые, 

нормально распределенные случайные величины с нулевым ма-

тематическим ожиданием и единичной дисперсией, т.е. 
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~ (0,1)iN N , где N означает нормальное распределение, 0 – нуле-

вое математическое ожидание, 1 – среднеквадратическое откло-

нение, которое равно корню квадратному из дисперсии. Тогда  

распределение случайной величины 

22
3

2
2

2
1

2 ... nn NNNN   

называется распределением  2

n  с п степенями свободы, а сама 

величина 2

n – случайной величиной 
2  с  п  степенями свободы. 

Заметим, что количество степеней свободы п является 

единственным параметром  распределения, и значения 
2  не-

отрицательны, т.е. 2( 0) 0nP   . Распределение 2

n  с п степе-

нями свободы имеет следующие математическое ожидание и 

дисперсию: nDnM nn 2][;][ 22   . При числе степеней 

свободы 30n   2

n -распределение хорошо аппроксимируется 

нормальным распределением ( , )N a   с  параметрами  

, 2a n n  . 

На рис. 4.8 показаны плотности распределения f(x) случай-

ной величины 
2
n  при 5n  (сплошная кривая),  10n   (точечная 

кривая) и 30n   (штриховая кривая). Видно, что при увеличении 

n  плотность  f(x) «приближается» к плотности нормального рас-

пределения.  

Функции MathCAD для вычисления квантилей распределе-

ния. Напомним, что число px  называется квантилем уровня p  

распределения с плотностью  f x , если оно является решением 

следующего нелинейного уравнения:    .

px

f x dx p


  
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Рис. 4.8. Плотности распределения 
2  

 

В табл. 4.1 в правой колонке (вторая строка) приведены 

функции MathCAD (имена начинаются с буквы q ) вычисления 

квантилей соответствующих вычислений. 

 

Пример 4.3.1.  Вычислить квантили уровней 0.90, 0.95, 0.99 

для следующих распределений: нормального  (30,8)N , 2

30 - рас-

пределения.  

Решение. На рис. 4.9 приведен фрагмент документа 

MathCAD, в левой части которого приведены графики плотно-

сти распределений (сплошная кривая  – распределение (30,8)N , 

точечная кривая  – распределение 2

30 ).  В правой части доку-

мента вычислены нужные квантили. Видно хорошее совпадение 

квантилей одного уровня, но разных распределений, что говорит 

о хорошей аппроксимации 2

30 - распределения нормальным рас-

пределением (30,8)N .  
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Рис. 4.9. Графики распределений примера 4.3.1 

 

Заметим, что чем больше уровень квантиля, тем больше его 

значение. Объясните  почему?     ☻ 

 

Функции MathCAD генерирования случайных векторов. 

Вектор, проекции которого являются случайными числами, рас-

пределенными по определенному закону, называется случайным 

вектором. 

В табл. 4.1 в правой колонке (третья строка) приведены 

имена функций (начинаются с буквы r ), вычисляющих случай-

ный вектор с соответствующим распределением его проекций. 

Параметр mразмерность случайного вектора. 

Функция  rnd x  генерирует одно случайное число, равно-

мерно распределенное в интервале [0, 1]. 

 

Пример 4.3.2. На рис. 4.10 приведен фрагмент документа 

MathCAD, в котором генерируются два случайных вектора: N -

проекции имеют нормальное распределение (математическое 

ожидание равно –20, дисперсия 100);  -проекции имеют 2 -

распределение (с числом степеней свободы 20). Размерность 

векторов равна 100.  Здесь же  вычислено выборочное среднее 
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(функция mean ) и выборочная дисперсия (функция var ) этих 

векторов.    ☻ 
 
 

 
 

Рис. 4.10. Моделирование случайных  чисел 

 

Задание 4.3.1. Составьте документ MathCAD, в котором ге-

нерируются случайные векторы с числом проекций 200, проек-

ции которых подчиняются: 

– распределению Пуассона с параметром   2  ; 

– равномерное распределение с параметрами  10, 20a b  . 

Построить графики проекций случайных векторов. Вычислить 

выборочные среднее и дисперсию (пример 4.3.2).   ● 

4.4.  Построение  гистограммы относительных частот 

по выборочной совокупности 

Напомним  некоторые определения  из математической стати-

стики. Предположим, что дана выборочная совокупность (проще, 
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выборка)  , 1,iх i N  случайной величины Х ( N – объем выбор-

ки). Введем L + 1 точку 1 2 1L Lz z z z     , при этом: 

   1 1min ; maxi L iz x z x  .    (4.4.1) 

Тогда число значений ix , попавших в полузакрытый интер-

вал 1[ , ),k kz z   1, , ,k L  обозначим через kn и назовем часто-

той.  

Очевидно, что  

1

L

k

k

n N


 .       (4.4.2) 

Величину  

k
k

n
w

N
        (4.4.3) 

назовем относительной частотой, для которой выполняется ус-

ловие 

1

1.
L

k

k

w


       (4.4.4) 

В качестве оценки плотности распределения вероятности 

непрерывной случайной величины Х используют гистограмму 

относительных частот, т.е. систему прямоугольников, k-й из 

которых основанием имеет k-й интервал  1, , 1,2, ...,k kz z k L  , а 

высота *

ky  определяется по формуле 

*

1

, 1, , .k
k

k k

w
y k L

z z

 


     (4.4.5) 

 

Можно показать, что имеет место приближенное тождество 
 

* *( ),ky f x        (4.4.6) 

где 
*x   некоторое число из интервала  1,k kz z  .  

Поэтому при больших объемах выборки и удачном выборе 

длин интервалов  1,k kz z   гистограмма является ступенчатой 

аппроксимацией плотности распределения ( )f x . 



79 
 

Возникает вопрос: как сформировать интервалы  1,k kz z  ? 

Количество интервалов L рекомендуется вычислять по формуле: 
 

  1 3.222lg( ) 1,L N                                   (4.4.7) 
 

где [Q] – целая часть числа Q.  

Обычно интервалы берут равной длины 1k kh z z  , и то-

гда узлы kz  определяются выражением: 

 min ( 1), 1, , 1,k iz x h k k L         (4.4.8)  

где  

   max mini i
ii

x x
h

L


 .                              (4.4.9) 

Значения wk, 
*

ky  вычисляются по частотам nk. Поэтому для 

определения kn  по выборке {xi}  в MathCAD включены две 

функции: hist(int, X), histogram(int, X). 
 

Параметры функции hist(int, X): 

  int – массив длины (L + 1), составленный из значений 

, 1, , 1.kz k L  Если параметр int задать целым числом, рав-

ным числу интервалов L, то при выполнении функции формиру-
ется рабочий массив узлов {zk} по формулам (4.4.8), (4.4.9); 

  X – массив длиной N, составленный из значений выборки 

{xi}. 
Результатом работы функции является одномерный массив 

{nk}, k = 1,…, L. 
Параметры функции histogram(int, X): 

  int – массив длины (L+1), составленный из значений zk, 

k = 1,…, L + 1. Если int задать целым числом, равным числу ин-
тервалов L, то при выполнении функции формируется рабочий 
массив узлов {zk} по формулам (10.1.7), (10.1.8); 

  Х – массив длиной N, составленный из значений выборки 
{xi}. 

Результатом работы функций является матрица размером 
L×2, первый столбец содержит значения dk (середины отрезков 

[zk, zk+1) k = 1,…, L, а второй столбец – значения nk. 
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На наш взгляд, более предпочтительной является функция 

histogram, так как значения kd  более удобны для дальнейшего 

графического отображения вычисленных величин *, , .k k kn w y  
 

Пример 4.4.1. Построить гистограмму относительных час-

тот по выборке случайной величины, распределенной по нор-

мальному закону ( 20,10)N  (см.  пример 4.3.2). Объем выборки 

N = 1000. 

Решение. На рис. 4.11 приведен фрагмент документа 

MathCAD, в котором: 

 

 
 

Рис. 4.11. Гистограмма выборки нормального распределения 
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 сформирован случайный вектор N , проекции которого 

играют роль элементов выборочной совокупности (объем равен 
1000); 

 по формуле (4.4.7) вычислено число отрезков гисто-
граммы; 

 в результате обращения к функции  hist(int, X) вычисле-

ны значения середин отрезков kd  и частот , 1,...,12kn k  ; 

 вычислены высоты прямоугольников гистограммы *

ky ; 

 вычислены значения kp  плотности нормального распре-

деления  ( 20,10)N   в точках kd ; 

 построены соответствующие графики, где точками  по-
казаны значения плотности нормального  распределения, вы-

численные при kx d . 

Видно хорошее совпадение высот гистограммы с теорети-
ческими значениями плотности распределения.    ☻ 

 

Замечание 4.4.1. Для отображения значений 
*

ky  в виде пря-

моугольников необходимо сделать двойной щелчок на диаграм-
ме (т.е. войти в режим «Форматирование»), затем активизиро-
вать  закладку «Графики» и в списке «Тип» задать параметр 
«Панель заливок». Для англоязычной версии задать параметр  
Solidbar.   ♦  

Замечание 4.4.2. Фрагмент документа, представленного на 
рис. 4.11, можно использовать для построения гистограммы по 
реальной выборке (т.е. по экспериментальным данным). Для 
этого вместо функции моделирования случайного вектора вста-
вить функцию чтения READPRN данных из файла. Документ 
для построения гистограммы по реальной выборке приведен на 
рис. 4.12.  

Файл с выборочными значениями имеет имя sample.prn. 
Объем выборки равен 100. На графике отображается только гис-
тограмма, так как теоретические значения плотности вероятно-

сти  kp   на практике отсутствуют.  Хотя выборка была сделана 

из нормального распределения, ее малый объем привел к суще-
ственному отличию гистограммы от формы плотности нормаль-
ного распределения.    ♦ 
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Рис. 4.12. Построение гистограммы по реальной выборке 

 

 Задание 4.4.1. Запрограммируйте в документе MathCAD 

следующие процедуры: 

 формирование двух случайных векторов, содержащих 

100 и 2000 случайных чисел, подчиняющихся 
2

10 -распределе-

нию с  числом степеней свободы 10; 

 вычисление двух гистограмм и вычисление теоретиче-

ских значений плотности 
2

10 -распределения; 
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 построение графиков гистограмм и теоретических зна-

чений плотности (см. пример 4.4.1); 

 анализ построенных гистограмм и вывод о связи точ-

ности гистограммы с объемом выборки.   ● 

4.5. Вычисление выборочных оценок для точностных 

характеристик случайных величин 

К числовым характеристикам случайной величины относят-

ся: математическое ожидание (или среднее), дисперсия, средне-

квадратическое отклонение и т.д. Часто возникает необходи-

мость оценить эти характеристики по выборке значений случай-

ной величины объема N. Такие оценки называют выборочными, 

или точечными, оценками числовых характеристик. 

В табл. 4.2 приведены имена функций, вычисляющих выбо-

рочные оценки часто используемых числовых характеристик. 

Здесь ,X Y  векторы размерности N, составленные из выбороч-

ных значений случайных величин X  и Y . 
Таблица 4.2 

 

Числовые характеристики Функция MathCAD 

Математическое ожидание 

случайной величины X  
 mean X  

Дисперсия случайной величины X   var X  

Среднеквадратическое отклонение  

случайной величины X  
 side X  

Медиана случайной величины X    median X  

Мода случайной величины X   mode X  

Корреляционный момент двух  

случайных величин ,X Y  
 ,cvar X Y  

 

Поясним некоторые числовые характеристики. 
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Медиана случайной величины X – это значение элемента 
выборки, приходящееся на середину упорядоченной выбороч-
ной совокупности. Если выборка имеет четное число элементов, 
то значение моды будет равно среднему двух значений, находя-
щихся посередине упорядоченной выборочной совокупности. 
Например, медиана выборки (200, 236, 250, 305, 337, 220) будет 
равна (236 + 250) / 2 = 243. 

Мода случайной величины X  – это  наиболее часто 

встречающееся значение в выборке, т.е. значение, встречающее-

ся в выборке с максимальной частотой. Если нет повторяющихся 

значений, то выдается сообщение об этом и мода не вычисляется. 

Корреляционным моментом  X,Y  случайных величин X и  

Y называется математическое ожидание случайной величины 

( ( )) ( ( )),X M X Y M Y   т.е.  

           , ( ( )) ( ( )) .X Y M X M X Y M Y            (4.5.1) 

Величина корреляционного момента может изменяться от 

   до  . Для независимых случайных величин X и Y  момент 

X,Y = 0. Случайные величины, корреляционный момент которых 

равен нулю, называются некоррелированными.  

Более удобной характеристикой взаимосвязи случайных ве-

личин является коэффициент корреляции, определяемый соот-

ношением: 

,

,
2 2

X Y

X Y

X Y




 



.                                (4.5.2) 

Коэффициент корреляции является важной и удобной ха-

рактеристикой связи двух случайных величин. Приведем неко-

торые свойства коэффициента корреляции. 

1. –1 ≤ XY  ≤ 1, (| XY | ≤ 1). 

2. Если случайные величины Х и Y являются независимыми 

(не влияют друг на друга), то XY  = 0.  

3. Если XY  = +1 (положительная корреляция), то между Х и 

Y существует функциональная линейная зависимость 
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,Y aX b   где а > 0. Если XY  = 1  (отрицательная корреля-

ция), то между Х и Y существует функциональная обратная зави-

симость Y aX b  , где а < 0.  

Для иллюстрации статистического смысла коэффициента 

корреляции приведем диаграммы рассеяния (геометрические 

места точек ( , )i jx y на плоскости) для разных коэффициентов 

корреляции. На рис. 4.13а диаграмма рассеяния соответствует 

коэффициенту корреляции, равному 0, на рис. 4.13б коэффици-

ент корреляции равен 0.94. Видно, что при увеличении модуля 

XY  расположение точек на плоскости стремится к прямой ли-

нии (подтверждение свойства 3 коэффициента корреляции). 
 

     
а        б 

Рис. 4.13. Диаграммы рассеяния при разных коэффициентах XY  

 

Пример 4.5.1. Составить программу, выполняющую гене-

рацию двух выборок объемом 500 из двух нормальных распре-

делений: ( 20,10), (20,10),N N  и вычислить по этим выборкам 

оценки числовых характеристик. 

Решение. Фрагмент документа приведен на рис. 4.14. Вы-

численный коэффициент корреляции, равный –0.034, говорит об 

очень слабой статистической зависимости между сгенерирован-

ными случайными величинами. ☻ 
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Рис. 4.14. Вычисление выборочных оценок 

 

 

Вопросы и задания для самопроверки 
 

1. На телефонной станции проводились наблюдения над 

числом Х неправильных соединений в минуту. Наблюдения в 

течение часа дали следующие 60 значений: 

3; 1; 3; 1; 4;  1; 2; 4; 0; 3;  0; 2; 2; 0; 1; 1; 4; 3; 1; 1; 

4; 2; 2; 1; 1;  2; 1; 0; 3; 4;  1; 3; 2; 7; 2; 0; 0; 1; 3; 3; 

1; 2; 1; 2; 0;  2; 3; 1; 2; 5;  1; 2; 4; 2; 0;  2; 3; 1; 2; 5. 
 

В документе MathCAD запрограммировать построение гис-

тограммы по этой выборке и вычисление оценок для математи-

ческого ожидания и дисперсии величины Х. 

2.  Непрерывная случайная величина X имеет следующую 

функцию распределения: 

 

0, 0;

( ) , 0,4 ;

1, 4.

x

F x kx x

x




 
 

 

Необходимо: вычислить неизвестную константу k, плот-

ность распределения f(x), построить графики f(x), F(x), найти 
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M(X), D(X) и определить вероятность события  2 3A X   . 

3. Непрерывная случайная величина X имеет плотность 

распределения: 

 

0, 2;

( ) , 2,4 ;

0, 4.

x

f x kx x

x




 
 

 

Необходимо: вычислить неизвестную константу k, функ-

цию распределения F(x), построить графики f(x), F(x), найти 

M(X), D(X) и определить вероятность события 

 2.5 3.5C X   . 

4.  Как определяется корреляционный момент XY ?  

5.  Определить коэффициент корреляции. Объяснить его 

теоретико-вероятностный смысл.  

6.  Какими свойствами обладает коэффициент корреля-

ции? 

7.  В каких случаях значения коэффициента корреляции 

равны +1 и –1? 

8.  Пусть выборка случайной величины X объемом 20 оп-

ределяется первой строкой таблицы задания 1, а выборка слу-

чайной величины Y объемом 20 – второй строкой таблицы зада-

ния 1. Вычислить коэффициент корреляции между этими слу-

чайными величинами. 
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Глава 5. ЗАДАЧИ ОБРАБОТКИ 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 

В этой главе будут рассмотрены некоторые алгоритмы 

фильтрации экспериментальных данных, реализованные в паке-

те MathCAD, и разные методы построения эмпирических зави-

симостей [7, 8]. 

5.1. Фильтрация зашумленных данных 

В большинстве случаев экспериментальные (выборочные) 

данные соответствуют следующей схеме измерений: 

( ) , 1,...,i i i i iy f x f i n      ,   (5.1.1) 

где xi – значения независимой переменной; 

yi – измеренные (зарегистрированные) значения функции 

f(x) в точках ix ; 

i – случайные величины, отображающие погрешности из-

мерений (регистрации).  

При этом предполагается, что среднее значение i  равно 

нулю, т.е.  

  0, 1, ..., .iM i n  
    

 (5.1.2) 
 

Для фильтрации таких погрешностей рассмотрим несколько 

фильтров, часто используемых на практике и реализованных в 

пакете MathCAD. Приведем описание этих функций. 
 

Функция ksmooth. Эта функция сглаженное значение €KSM

jf
 
 

вычисляет по формуле 

 
1

1

( )
ˆ , 1,...,

( )

n
i j

i
KSM i
j n

i j

i

x x
h y

b
f j n

x x
h

b








 





,  (5.1.3) 
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где    
2

2

1
( ) exp .

2 (0.37)2 0.37

t
h t



 
   

  
    (5.1.4) 

Видно, что сглаженное значение €
KSM

jf  есть сумма всех изме-

рений yi с экспоненциальными весами. Следовательно, рассмат-

риваемый алгоритм обрабатывает все значения yi, но с разными 

весами ( )
i jx x

h
b


. Величина весовых множителей зависит от: 

 параметра b – чем больше величина параметра, тем в 

большей степени сглаживаются «зашумленные» значения yi; 

 «расстояния» i jx x – чем меньше эта величина, с тем 

большим весом значение yi войдет в результат ˆ KSM

jf . 

На рис. 5.1 приведен график значений функции 
x

h
b

 
 
 

, вы-

численных при b = 2 и определяющих весовые множители сум-

мы (5.1.2). Видно, что значимые веса определяются для значе-

ний x  [–1.5b, +1.5b]. Для значений x вне этого интервала весо-

вые множители очень малы, и следовательно, соответствующие 

значения yi практически не учитываются при вычислении 
KSM

jy . 

 

Рис 5.1. График функции 
x

h
b

 
 
   
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Обращение к функции ksmooth имеет вид ksmooth(x, y, b), 

где x, y – массивы длиной n, содержащие значения xi , yi. Соот-

ветственно, b – скалярный параметр, задающий степень сглажи-

вания исходных данных (чем больше величина параметра, тем в 

большей степени сглаживаются значения yi). Результатом рабо-

ты является одномерный массив длиной n, содержащий значе-

ния .KSM

jy   

 

Пример 5.1.1. Используя функцию MathCAD ksmooth, 

сгладить исходные данные, показанные на рис. 5.2 («зашумлен-

ные» значения yi, i = 0, 1,…, 50 обозначены точками).  
 

 

 
 

Рис. 5.2. Исходные данные к примеру 5.1.1 
 

Решение. Первоначально исследуем, как влияет параметр b 

на точность сглаживания, которую охарактеризуем величиной 

относительной ошибки фильтрации, определяемой формулой 
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 
1

50 22

0

Ф 50
2

0

€ ( )

( )

( )

KSM

i i

i

i

i

f f x

b

f x

 







 
 
 
 
  




.    (5.1.5) 

  

На рис. 5.3 приведена зависимость относительной ошибки 

( )b  от величины b. Видно, что при значении b = 0.85 относи-

тельная ошибка сглаживания имеет минимальное значение. Ес-

ли b меньше 0.85, то фильтрация данных выполняется в недос-

таточной степени (данные «недоглажены»). Если b больше 0.85, 

то вместе с погрешностями i  сглаживанию подверглись тонкие 

«детали функции» f(x), которые должны быть сохранены в 

ˆ KSM
if  (данные «переглажены»).  

 

 

 
 

Рис. 5.3. Зависимость ошибки фильтрации от b 
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На рис. 5.4 показаны значения f(xi), а также значения 

ˆ KSM
if , вычисленные при оптимальном значении b = 0.85 (на 

рис. обозначены светлыми кружками, относительная ошибка 

сглаживания равна 0.069) и при b = 2.25 (обозначены темными 

кружками, и относительная ошибка 0.161). В последнем случае 

наблюдается значительное сглаживание функции f(x) в области 

ее максимума. ☻ 

 

 
 

Рис. 5.4. Результаты фильтрации «зашумленных» данных 
 

Замечание 5.1.1. Определение оптимальной величины b 

возможно, если известны значения f(xi). Такая информация до-

ступна только в вычислительном эксперименте, когда функция 

f(x) или ее значения задаются. На практике подобная информа-

ция отсутствует, и тогда можно либо определять b по формуле 
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b = (0.03  0.25)·(xmax – xmin), где xmin, xmax – минимальное и мак-

симальное значения среди xi , либо подбирать b в процессе мно-

гократной фильтрации исходных данных при различных b (экс-

пертные выбор b). ♦ 

На рис. 5.5 приведен фрагмент документа MathCAD, в ко-

тором выполняется сглаживание реальных экспериментальных 

данных с использованием функции ksmooth. Исходные («за-

шумленные») данные представлены в виде матрицы размером 

2n , первый столбец которой содержит ix , а второй – iy . 

Матрица должна быть записана в файл с именем _1.data prn . 

Если файл имеет другое имя, то это имя нужно присвоить стро-

ковой переменной file  (см. рис. 5.5). Параметр b может зада-

ваться от minb  до maxb  изменением переменной b  от 0 до 100. 

 

Функция medsmooth. Реальные экспериментальные данные 

могут содержать аномальные измерения, когда некоторые зна-

чения yi могут существенно отличаться (на порядок и более) от 

рядом стоящих измерений. На рис. 5.6 сплошной линией приве-

дены значения f(xi), i = 0,1,…, 100, а точками показаны значения 

yi, среди которых присутствуют аномальные измерения (относи-

тельная ошибка этих исходных данных равна 0.587). 

Эффективно удалить аномальные измерения позволяет ло-

кальный медианный фильтр. Принцип работы медианного 

фильтра заключается в следующем. 
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Рис. 5.5. Сглаживание данных с использованием ksmooth 
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Рис. 5.6. Исходные данные с аномальными измерениями 
 

Из n наблюдений выбирается M = 2L + 1 < n рядом стоя-

щих наблюдений, о которых говорят, что они попали в апертуру 

медианного фильтра размером M. Далее эти M значений упоря-

дочиваются по возрастанию (получается так называемый вариа-

ционный ряд). В качестве выходного сигнала ˆMED

if  медианного 

фильтра принимается значение yi, стоящее в середине вариаци-

онного ряда. Если обозначить операцию вычисления медианы 

как med(), то выходной сигнал медианного фильтра определяет-

ся выражением 

1 1
ˆ ( ,..., , , , )MED

i i L i i i i Lf med y y y y y    ,   (5.1.6) 

где в скобках перечислены M = 2L + 1 значений, по которым 

вычисляется медиана. «Перемещая» апертуру медианного 

фильтра от начала выборки к концу, можно обработать все на-

блюдения выборки. 
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Эффективное удаление аномальных наблюдений медиан-

ным фильтром можно объяснить тем, что аномальные измере-

ния располагаются либо в начале вариационного ряда, либо в 

конце. Поэтому результатом работы медианного фильтра не мо-

гут быть аномальные измерения (при правильно выбранной 

длине апертуры, а именно – количество аномальных измерений, 

попавших в апертуру не больше величины L).  

В пакете MathCAD медианную фильтрацию можно осуще-

ствить с помощью функции medsmooth. Обращение к этой 

функции имеет вид medsmooth (y, M), где y – вектор, составлен-

ный из наблюдений yi, i = 1, 2,…, n; M < n – размер апертуры 

(нечетная величина). 

На рис. 5.7 точка-

ми показаны результа-

ты фильтрации данных 

рис. 5.6 медианным 

фильтром при M = 17. 

Относительная ошибка 

равна 0.078. Заметим, 

что применение функ-

ции ksmooth дало отно-

сительную ошибку 

0.202.  

  
Рис. 5.7. Результат  

медианной фильтрации 

 

 

Программа для обработки аномальных измерений с исполь-

зованием функции medsmooth имеет структуру, аналогичную 

изображенной на рис. 5.5, с соответствующими изменениями, 

необходимо: а) вместо величины b задать размер апертуры M; 

б) вместо вызова функции ksmooth поставить обращение к 

функции medsmooth.  

Функция supsmooth. Фильтрация «зашумленных» данных 

осуществляется построением линейной регрессии по k – бли-



97 
 

жайшим точкам ix  с адаптивным выбором «размера» k окна 

сглаживания. Элементы массива X должны быть упорядочены 

по возрастанию.  

Обращение к функции имеет вид supsmooth(X, Y). 

На рис. 5.8 представлены результат обработки «зашумлен-

ных» данных (сплошная кривая – исходные данные, точечная – 

отфильтрованные значения). Отметим, что supsmooth не требует 

задания никакого «управляющего» параметра, что для обычного 

пользователя является определенным преимуществом функции 

supsmooth. 
 

 
 

Рис. 5.8. Результаты фильтрации функцией supsmooth 

5.2. Интерполяция дискретных данных 

Как правило, экспериментальные данные представляют собой 

значения некоторой функции f(x) на множестве дискретных зна-

чений аргумента , 1, ...,ix i n . Такие данные можно назвать дис-

кретными. К этим же данным относятся результаты фильтрации 



98 
 

«зашумленных» данных с помощью функций, описанных в 

п. 5.1. Однако часто возникает необходимость вычислить значе-

ние функции для x, не совпадающих с узлами , 1, ...,ix i n . Та-

ким образом, приходим к задаче интерполяции: необходимо по-

строить некоторую функцию f(x), которая удовлетворяет услови-

ям интерполяции: 

ˆ( ) ( ), 1,...,i if x f x i n      
 (5.2.1) 

и достаточно «близко» подходит к f(x) для , 1, ...,ix x i n  .  

Такую функцию называют интерполяционной. В качестве 

функции ˆ( )f x  берут полином не очень высокого порядка, коэф-

фициенты которого находятся из условий (5.2.1) (а также других 

требований, например, непрерывности первой производной).  

При кусочно-линейной интерполяции функция ˆ( )f x  является 

кусочно-линейной, т.е. графически это означает просто соеди-

нение точек ( , )i ix y  отрезками прямых.  

В пакете MathCAD кусочно-линейная интерполяция выпол-

няется с помощью функции linterp. Обращение к функции име-

ет вид: linterp (vx, vy, x), где vx, vy – векторы, содержащие зна-

чения , , 1,...,i ix y i n  соответственно; x – значение аргумента, 

при котором будет вычисляться одно значение интерполяцион-

ной функции. 

Замечание 5.2.1. Вектор vx должен содержать веществен-

ные значения, расположенные в порядке возрастания. Поэтому 

в дальнейшем будем полагать, что значения ix  упорядочены по 

возрастанию, т.е. 

1 2 1... n nx x x x    .     (5.2.2) 

Если это не выполняется, то необходимо использовать 

функцию csort, как это сделано в примере 5.2.1. ♦ 

Рассмотрим пример построения линейной интерполяции. 
 

Пример 5.2.1. По дискретным данным, содержащимся в 

матрице data (рис. 5.9), построить кусочно-линейную интерпо-

ляцию. 
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Рис. 5.9. Кусочно-линейная интерполяция 
 

Решение. На рис. 5.9 представлен фрагмент документа 

MathCAD, в котором решается эта задача. Так как исходные 

значения ix  не упорядочены (первый столбец матрицы data), то 

функцией csort выполняется упорядочивание по первому 

столбцу матрицы data. Результатом является новая матрица da-

ta1, из столбцов которой формируются векторы ,x y . ☻ 

 

Кубический интерполяционный сплайн. Линейная интер-

поляция при небольшом числе узловых точек (менее 10) оказыва-

ется довольно грубой. Более точный результат дает сплайновая ку-

бическая интерполяция, которая строит функцию ˆ( )f x , которая 
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на интервале  1,i ix x   является кубическим полиномом, удовле-

творяет условиям (5.2.1) и во внутренних узлах , 2,..., 1ix i n   

имеет непрерывные первые и вторые производные. 

Для осуществления кубического сплайна MathCAD пред-

лагает четыре встроенные функции: cspline, pspline, lspline и 

interp. Первые три из них служат для вычисления вторых произ-

водных сплайна в узлах и отличаются только используемыми 

краевыми условиями, которые определяют вид функции ˆ( )f x  в 

крайних точках 1, nx x : 

 lspline(vx, vy) – возвращает вектор vs вторых производных 

и генерирует кривую сплайна, которая приближается к прямой 

линии в граничных точках; 

 pspline(vx, vy) – возвращает вектор vs вторых производных 

и генерирует кривую сплайна, которая приближается к параболе 

в граничных точках; 

 cspline(vx, vy) – возвращает вектор vs вторых производных 

и генерирует кривую сплайна, которая может быть кубическим 

полиномом в граничных точках. 

 

Функция interp(vs, vx, vy, x) возвращает интерполи-

руемое значение ˆ( )f x  для заданных векторов vs, vx, vy и за-

данного значения аргумента х. 

Таким образом, сплайн-интерполяция проводится в два эта-

па. На первом с помощью функции MathCAD cspline, pspline 

или lspline отыскивается вектор vs вторых производных 

сплайна, а затем на втором этапе для каждой искомой точки вы-

числяется значение ˆ( )f x с помощью функции interp.  

 

Пример 5.2.2. Используя исходные данные примера 5.2.1, по-

строим кубический сплайн с тремя типами краевых условий – 

кубическим, линейным и параболическим. 

Решение. На рис. 5.10 приведен фрагмент документа, 

в котором решается эта задача.   
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Рис. 5.10. Построение кубических сплайнов 

 

С помощью функций cspline, lspline, pspline вычислим соот-

ветственно векторы vsc, vsl и vsp, которые содержат вторые 

производные интерполяционной кривой в узлах сплайна.  
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Затем с помощью функции interp определим три функции 

пользователя (три сплайна) с соответствующими краевыми ус-

ловиями. Построим графики значений этих функций в 200 узлах 

мелкой сетки. Заметим, что сплайновая кубическая интерполя-

ция, несмотря на малое число узлов, в которых задаются значе-

ния функции (их всего 6), дает хорошие результаты: график 

функции оказывается плавным, и точки его перегиба вообще 

незаметны. Отличие между графиками на первом и последнем 

интервале обусловлены разными краевыми условиями. ☻ 

Задание 5.2.2. Исходные данные даны следующими масси-

вами:  

 0.4,1.6, 3.1, 4.1, 4.2, 5.0x  ,  25,11, 9.4,16.2, 21.2, 26.1 .t   

Построить три кубических сплайна с разными краевыми 

условиями и графики этих сплайнов на равномерной сетке с 

150 узлами. ● 

5.3. Построение парных эмпирических зависимостей 

В научных и инженерных исследованиях часто возникает 

задача математического описания некоторого исследуемого 

процесса или объекта. Для определенности предположим, что 

связь независимой переменной x  и зависимой переменной y  

выражается в общем случае нелинейной функцией ( )y f x . 

Функция f(x) является неизвестной, но значения переменных 

,x y  могут быть измерены, и результаты таких измерений 

представлены таблицей  , , 1, ...,i ix y i n , где ( )i i iy f x   , 

i  погрешности измерений, имеющие случайную природу. 

Задача построений эмпирической зависимости состоит в 

нахождении функции S(x), как можно точнее аппроксимирую-

щей неизвестную f(x). 

Решение этой задачи включает два этапа. 

Этап 1. Выбор класса функций, из которого выбирается 

S(x). Например, S(x) выбирается из класса линейных функций 
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вида S(x) = а0+а1х, где а0, а1 – параметры. Таким образом, на 

этом этапе эмпирическая зависимость выбирается с «точно-

стью» до ее параметров. Выбор класса функций осуществляется 

на основе анализа диаграммы рассеяния (в декартовой системе 

координат наносятся точки  , , 1,...,i ix y i n ) или на основе 

достоверной априорной информации. Например, из курса физи-

ки известно, что сопротивление металлического проводника ли-

нейно зависит от его температуры. 

Этап 2. Вычисление неизвестных параметров функции S(x) 

с использованием таблицы измерений. Параметры вычисляются 

из условия минимума некоторого функционала F(a). Наиболее 

часто в качестве такого функционала используется функционал 

метода наименьших квадратов, имеющий вид: 

2

1

( ) ( ( , )) ,
n

ii

i

F a y S a x


        (5.3.1) 

где запись S(а, x) указывает на наличие у функции S(x) парамет-

ров {aj},  j = 1, 2,…, M. 

 

 Вычисление коэффициентов парной линейной эмпирической 

зависимости. Предположим, что в качестве эмпирической зави-

симости принята линейная функция: 
 

0 1( , )S a x a a x  .     (5.3.2) 

Для вычисления в пакете MathCAD коэффициентов 0 1,a a  

зависимости (5.3.2) на основе метода наименьших квадратов ис-

пользуются функции, приведенные в табл. 5.1.  

  
Таблица 5.1 

Функция Назначение 

 ,slope x y  Вычисляется коэффициент a1 уравнения регрес-

сии S (a, x) = a0 + a1 x 

intercept (x, y) Вычисляется коэффициент a0 уравнения регрес-

сии S (a, x) = a0 + a1 x 

 ,line x y  Вычисляются коэффициенты a0, a1 уравнения 

регрессии S (a, x) = a0 + a1 x 
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Пример 5.3.1. По заданным значениям    , , 1,...,9i ix y i   

(рис. 5.11, векторы ,x y ) вычислить коэффициенты, a1, исполь-

зуя функции MathCAD, приведенные в табл. 5.1. 

Решение. Фрагмент документа MathCAD, содержащий об-

ращения к функциям, показан на рис. 5.11. Построенная эмпи-

рическая зависимость имеет вид: 

( , ) 2.641 1.005S a x x   . ☻ 

 

 
 

Рис. 5.11. Вычисление коэффициентов a0, a1 

 

Вычисление коэффициентов парной нелинейной эмпириче-

ской зависимости. Нелинейность эмпирической зависимости 

может быть обусловлена двумя причинами: 

– нелинейность по объясняющей переменной; 

– нелинейность по коэффициентам регрессии. 

 

Нелинейность по объясняющей переменной. Примером 

такой нелинейности может служить эмпирическая зависимость 

вида:  
 

0 1( , )S a x a a x  . 

В этом случае, вводя новую переменную 
1
2Z X , прихо-

дим к линейной зависимости:  

0 1( , )S a z a a z  , 

коэффициенты 0 1,a a  которой вычисляются на основе метода 

МНК. 
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Нелинейность по коэффициентам. К такому классу нели-

нейных зависимостей относятся уравнения, в которых зависи-

мая переменная нелинейным образом зависит от коэффициен-

тов. Примером таких нелинейных моделей могут служить функ-

ции: степенная 1

0( , ) +εaS a x a x ; показательная 

0 1( , ) εxS a x a a   и т.д. 

Вычислить коэффициенты нелинейной эмпирической зави-

симости в пакете MathCAD можно одним из следующих подхо-

дов: 

 используя стандартные (встроенные) функции пакета 

MathCAD, которые непосредственно вычисляют коэффициенты 

уравнения регрессии определенного вида; 

 используя функцию Minimize, которая вычисляет ко-

эффициенты регрессии из условия минимума заданного функ-

ционала. 
 

Вычисление коэффициентов с использованием стандартных 

функций MathCAD. Функции MathCAD, вычисляющие коэффи-

циенты регрессии, можно разделить на две категории: 

 специализированные; 

 универсальные. 

 

Все эти функции находят коэффициенты уравнения регрес-

сии из условия минимума функционала метода наименьших 

квадратов, т.е. ищут точку минимума функционала метода наи-

меньших квадратов: 

   
2

1

( , ) .
n

i i

i

F a y S a x


   

Так как точка минимума ищется численными методами, то 

для некоторых функций MathCAD необходимо задать стартовую 

точку (вектор a0). Для уменьшения числа итераций и вычисления 

правильной точки минимума (при отсутствии глобального мини-

мума) стартовую точку желательно задавать максимально близко 

к искомой точке минимума функционала. 

Специализированные функции вычисляют коэффициенты 

уравнения регрессии определенного вида. Список таких функ-
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ций приведен в табл. 5.2. В этой таблице X, Y – векторы, содер-

жащие исходные данные ix , iy , 1,2,...,i n  соответственно. 

Замечание 5.3.1. Для некоторых функций нумерация коэф-

фициентов зависимости начинается с 1 и отличается от введен-

ной ранее. Однако это различие не вызовет путаницы при работе 

с функциями MathCAD. ♦ 
 Таблица 5.2 

Функция Назначение функции 

expfit(X,Y,a0) 

Вычисляет коэффициенты a1, a2, a3 экспоненци-

альной зависимости 2

1 3( , ) a xS a x a e a  . Вектор 

a0 (размерности 3) определяет точку старта, т.е. 

задает начальное значение для a1, a2, a3  

regress(X,Y,k) 

Вычисляет вектор коэффициентов 0 1, ,..., ka a a  

полиномиальной зависимости вида  

0 1( , ) k

kS a x a a x a x    для любого k (на 

практике 5k  ). Вычисленные коэффициенты 

размещаются в результирующем векторе, начи-

ная с четвертой проекции, но в определенном 

порядке  

lgsfit(X,Y,a0) 

Вычисляет коэффициенты a1, a2, a3 зависимости 

1

2
3

( , )
1

a x

a
S a x

a e





. Вектор a0 (размерности 3) 

определяет стартовые значения для a1, a2, a3. 

lnfit(X,Y) 
Вычисляет параметры a1, a2 зависимости  

1 2( , ) ln( )S a x a x a     

logfit(X,Y, a0) 

Вычисляет коэффициенты a1, a2, a3 зависимости 

1 2 3( , ) ln( )S a x a x a a    . Вектор a0 (раз-

мерности 3) задает стартовые значения для a1, 

a2, a3 

pwrfit(X,Y,a0) 

Вычисляет коэффициенты степени зависимости 
2

1 3( , )
a

S a x a x a  . Вектор a0 (размерности 3) 

задает стартовые значения для a1, a2, a3 
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Пример 5.3.2. По данным, приведенным на рис. 5.12 (век-

торы x , y , число наблюдений 8n  ), построить уравнение рег-

рессии вида   2

1 3, a xS a x a e a  .  

 

 
 

 

Рис. 5.12. Построение нелинейной регрессии (к примеру 5.3.2) 
 

Решение. Для вычисления коэффициентов используем 

функцию expfit (см. табл. 5.2). Фрагмент документа MathCAD с 

обращением к этой функции показан на рис. 5.12. Здесь же по-
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казаны исходные данные  ,i ix y  и кривая, соответствующая за-

висимости  ,S a x с вычисленными коэффициентами: a1 = 3.762; 

a2 = 0.453; a3 = 3.006. 

В нижней части документа стоит оператор, вычисляющий 

коэффициент детерминации 2R  (переменная R2) по формуле:  

2 1 eQ
R

Q
  , 

где  2

1

( ) ;
n

i

i

Q y y


   

2

1

( ( , ) ) ;
n

e i i

i

Q S a x y


   

y – среднее значение yi. 

Величина 2R  показывает, какая часть (доля) вариации за-

висимой переменной обусловлена вариацией объясняющей пере-

менной, и изменяется в диапазоне 

20 1R  .      (5.3.3) 

Чем ближе 2R  к 1, тем лучше построенная зависимость ап-

проксимирует эмпирические данные. Так как в этом примере 

величина 2 0.955R   близка к 1, то можно сделать вывод об аде-

кватности построенной зависимости уравнения исходным дан-

ным.  

Внимание! Стрелки, стоящие над операторами суммирова-

ния, задают векторизованные операции (выполняемые для каж-

дого элемента) и вводятся нажатием    Ctrl   . 

 

Пример 5.3.3. По исходным данным, приведенным на 

рис. 5.13, построить полиномиальную эмпирическую зависи-

мость вида   0 1, ... k

kS a x a a x a x     при 2k  , 3.k    
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Решение. Построение регрессий при заданных порядках по-

линома показано в документе MathCAD, приведенном на 

рис. 5.13. Для вычисления коэффициентов зависимости будем 

использовать функцию regress. Коэффициенты полинома второ-

го порядка (в программе обозначен y2(X))  

  2

2 0 1 2,S a x a a x a x        (5.3.4)  

являются проекциями вектора coef2 (начиная с 4-й проекции), а 

коэффициенты полинома (в программе обозначен y3(X) 

   2 3

3 0 1 2 3S x a a x a x a x   
    

 (5.3.5)  

находятся в векторе coef3 (начиная с 4-й проекции). В нижней 

части документа вычисляется коэффициент детерминации: 

 для 2k   2 0.904R  ; 

 для 3k   2 0.955R  . 

 

Видно, что регрессия  3 ,S a x  проходит ближе к заданным 

iy , 1,2,...,i n , по сравнению с  2 ,S a x . Это также видно из 

сопоставления графиков регрессий на рисунке. 

  

Универсальные функции позволяют строить уравнение 

регрессии в виде: 

       1 1 2 2, ... m mS a x a x a x a x      ,   (5.3.6) 

где функции  j x  можно рассматривать как базисные функ-

ции, а ja  интерпретировать как коэффициенты разложения 

функции  ,S a x  по заданным базисным функциям. 
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Рис. 5.13. Построение нелинейной зависимости (к примеру 5.3.3) 
 

В табл. 5.3 приведены имена двух функций. Первая функ-

ция – linfit – вычисляет коэффициенты jb  для уравнения регрес-

сии  ,S a x  вида (5.3.6).  
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 Таблица 5.3 

linfit (X, Y,Ф) 

Вычисляет коэффициенты 
1 2, , ..., ma a a  линей-

ной комбинации  

 
1 1 2 2

( , ) φ( ) φ( ) φ( )
m m

S a x a x a x a x     

Базисные функции 
1

φ( ),..., φ( )
n

x x  являются про-

екциями вектор-функции Ф(x), формируемой до 

обращения к функции linfit 

 genfit(X,Y,aо,F)  

Вычисляет параметры 1 2, , ..., ma a a  нелинейного 

уравнения регрессии ( , )S a x . До обращения фор-

мируется F(x,a) – вектор-функция размерности 

(m+1), составленная из самой функции ( , )S a x  и 

частных производных 
( , )

, 1, ...,
j

S a x
j m

a





, aо – 

вектор размерности m, составленный из стартовых 

значений параметров ,ja  1,...,j m  (см. пример 

5.3.5) 

Вторая функция – genfit – вычисляет коэффициенты ja  для 

эмпирической зависимости произвольного вида. Например,  

  
2

0 1 2,
a a x a x

S a x e
 

 .      (5.3.7) 

 

Пример 5.3.4. По исходным данным примера 5.3.3 опреде-

лить коэффициенты уравнений (5.3.4), (5.3.5). 

Решение. В этом примере для вычисления коэффициентов 

вместо функции regress будем использовать функцию linfit. При 

этом вектор-функция ( )x  будет иметь следующий вид: 

если 2k  , то 

2

1

( )x x

x

  ; если 3k  , то 2

3

1

( )
x

x
x

x

  . 
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Обращение к функции linfit и вычисленные коэффициенты при-

ведены на рис. 5.14. Сравнивая эти коэффициенты с соответст-

вующими проекциями векторов coef2, coef3 (рис. 5.11), видим 

совпадение этих величин. Обратите внимание на задание функ-

ций 2 3( ), ( )y X y X  с использованием скалярного произведения 

вектор-функции и вычисленных векторов коэффициентов. 

 

 
 

Рис 5.14. Построение нелинейной зависимости (к примеру 5.3.4) 

 

Пример 5.3.5. По исходным данным примера 5.3.4 (векто-

ры x, y) построить эмпирическую зависимость вида: 

 
2

0 1 2, a a x a xS a x e e e   .    (5.3.8) 

Решение. Для вычисления коэффициентов будем использо-

вать функцию genfit (см. табл. 5.3). Перед обращением к этой 

функции необходимо задать вектор-функцию  1 ,x a  

(рис. 5.15), первой проекцией которой является сама зависи-

мость (5.3.8), а остальные три проекции – частные производные 

 ,

j

S a x

a




, 1, 2,3.j   Вычисленные коэффициенты являются 

проекциями вектора a  и равны: 1 2.822a  ; 2 1.197a   ; 
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3 0.179a  . Тогда получаем следующую эмпирическую зависи-

мость: 
 

 
22.822 1.197 0.179, x xS a x e   . 

 
 

Рис. 5.15. Построение нелинейной зависимости (к примеру 5.3.5) 
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Замечание 5.3.2. Разница между функциями linfit и genfit 

заключается в том, что параметры а1,…, аm функции linfit нахо-

дятся из решения линейной системы уравнений, а в функции 

genfit из нелинейной системы, и поэтому задается точка старта 

(вектор ао) итерационной процедуры построения решения этой 

нелинейной системы. ♦ 

5.4. Множественная эмпирическая зависимость 

В такой эмпирической зависимости переменная Y  зависит 

от переменных 1 2, ,..., kX X X . Можно выделить линейную и не-

линейную зависимости. 

 

Построение линейной множественной зависимости. Такая 

зависимость имеет вид: 

0 1 1( , ) k kS a x a a x a x    ,    (5.4.1)  

где 0 1, , ..., ka a a  – неизвестные коэффициенты. Вычисление ко-

эффициентов 0 1, , ..., ka a a  можно осуществить с помощью функ-

ции MathCAD regress. 

 

Функция regress. Обращение к функции имеет вид: 

 , ,regress X Y N , 

где X – матрица размером n k  (k – количество независимых 

переменных), содержащая значения xi,j, 1,2,...,i n ; 

1,2,...,j k ;  

Y  – вектор размерности n , содержащий значения iy , 

1,2,...,i n ;  

n – количество измерений;  

N – порядок полинома (для множественной линейной зави-

симости N = 1). 

 

Результатами работы этой функции является вектор сле-

дующей структуры. Первые три проекции всегда содержат 

«служебную информацию». Например, третья проекция равна 
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степени полинома, а первая проекция – номеру функции. Ос-

тальные проекции содержат коэффициенты, но в определенном 

порядке. Так, для 2k   и линейной регрессии имеется соответ-

ствие: четвертая проекция – a1; пятая – a2; шестая – a0 (см. при-

мер 5.4.1). Следует отметить, что вектор, являющийся результа-

том работы функции regress используется функцией interp для 

вычисления значений уравнения множественной регрессии. 

Обращение к функции interp имеет вид: 

 , , ,interp coef X Y z , 

где coef  – вектор, результат работы функции regress;  

X, Y – те же, что у функции regress;  

z  – вектор, состоящий из k  проекций, определяющих зна-

чения 1 2, , , kx x x , при которых вычисляется значение эм-

пирической зависимости, и это значение является результа-

том работы функции interp (см. пример 5.4.1). 

 

Заметим, что, используя функцию regress, можно построить 

линейную регрессию для любого числа независимых перемен-

ных (величина k ). 

 

Пример 5.4.1. По данным примера 3.2.1 построить множе-

ственную линейную регрессию, используя функцию regress. 

Решение. Фрагмент документа MathCAD, в котором осуще-

ствляется построение регрессии, приведен на рис. 5.16. Следует 

обратить внимание на: 

 вычисление значений  1 2ˆ , , , 1,...,i i iy S a x x i n   (в до-

кументе MathCAD это формирование массива yy ); 

 структуру вектора coef  – результат работы функции 

regress. Коэффициенты регрессии 0 1 2, ,a a a  определяются сле-

дующими проекциями вектора :coef  

 0 6a coef ;  1 4a coef ;  2 5a coef .   (5.4.2) 
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Рис. 5.16. Построение линейной множественной зависимости 

(к примеру 5.4.1) 
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На этом же рисунке приведены графики: 

 исходных значений iy  (квадратные маркеры); 

 значений ˆiy  построенного уравнения (сплошная кривая). 

В отличие от парной эмпирической зависимости (где одна 

независимая переменная), по оси абсцисс откладывается не зна-

чение независимой переменной (так как их несколько), а номер 

наблюдения. ☻ 

 

Построение нелинейной множественной зависимости. 

В линейной эмпирической зависимости переменные имели пер-

вую степень. Однако далеко не всегда связь между факторами в 

физических и экономических процессах можно выразить линей-

ными функциями. Так, нелинейными оказываются производст-

венные функции (зависимость между объемом произведенной 

продукции и основными факторами производства), функции 

спроса (зависимость между спросом на товары или услуги и их 

ценами или доходом) и другие функции. Так же как в случае 

парной нелинейной регрессии, можно выделить два вида нели-

нейности: 

– по переменным; 

– по параметрам. 

 

В общем случае коэффициенты 0 1, ,..., ka a a  вычисляют из 

условия минимума функционал метода наименьших квадратов: 

   
2

0 1

1

ˆ, ,...,
n

k i i

i

F a a a y y


  ,    (5.4.3) 

где  ,1 ,2 ,€ , , , ..., , 1, ...,i i i i ky S a x x x i n   – значения эмпириче-

ской зависимости при заданных значениях независимых пе-

ременных.  
 

Для минимизации этого функционала используют функцию 

MathCAD Minimize. При этом возможно задание ограничений на 

значения искомых коэффициентов 0 1, ,..., ka a a  (т.е. решается за-
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дача условной минимизации функционала). Для иллюстрации 

этой возможности рассмотрим следующий пример. 

 

Пример 5.4.2. Производственная функция Кобба – Дугласа 

имеет вид: 

 1 2
0

a aQ a K L   ,     (5.4.4) 

где Q – объем производства; 

K – затраты капитала; 

L – затраты труда.  
 

Коэффициенты a1, a2 должны удовлетворять следующему 

условию: 

a1 + a2 = 1.      (5.4.5) 
 

Необходимо по данным табл. 5.4 вычислить коэффициенты 

0 1 2, ,a a a  на основе метода наименьших квадратов. 
 

 Таблица 5.4 

Q 657 1200 2427 4257 8095 9849 

L 162 245 452 714 1083 1564 

K 279 1167 3069 5585 9119 13989 
 

Решение. Нахождение коэффициентов 0 1 2, ,a a a  нелинейной 

модели (5.4.4) будем осуществлять из решения следующей зада-

чи условной минимизации: 

 1 2
2

0

1

min
n

a a
i i i

i

Q a K L


 
   

  
    (5.4.6) 

при ограничении (5.4.5). Решение этой задачи приведено на 

рис. 5.17. В блоке Given задается ограничение (3.5.13). Получе-

ны следующие коэффициенты (с округлением): 

0 3.193a  , 1 0.333a  , 2 0.667a  ,   (5.4.7) 

которые удовлетворяют (5.4.5). Уравнение регрессии принимает 

вид: 

  0.333 0.667
, 3.193Q K L K L   .    (5.4.8) 
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Рис. 5.17. Вычисление коэффициентов нелинейной зависимости 
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Заметим, что 0 1, ,..., ka a a  являются простыми переменными 

с нижними индексами, которые вводятся через десятичную точ-

ку (клавиша [·]). В нижней части документа вычислены: значе-

ние функционала МНК в точке минимума (5.4.7) и значение 

функционала МНК в точке (3.193 + 0.01, 0.333, 0.667), т.е. сме-

щение от точки минимума на 0.01 по коэффициенту a0.  

Второе значение функционала больше, чем в точке (5.4.7), 

что доказывает правильность нахождения точки минимума 

функционала МНК. ☻ 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данном пособии авторы стремились продемонстрировать 

решение в пакете MathCAD часто встречающихся на практике 

задач. К сожалению, ограниченный объем учебного пособия не 

позволил подробно остановиться на всех возможностях этого 

пакета. Это прежде всего относится к символьным вычислени-

ям, решению систем линейных и нелинейных уравнений, реше-

нию краевых задач дифференциальных уравнений в частных 

производных разных типов. Некоторым «оправданием» служит 

хорошее освещение этих тем в литературе [2, 3, 9,10].  

Авторы надеются, что решение приведенных в пособии за-

дач показало широкие возможности пакета MathCAD и желают 

читателям (особенно студентам, магистрантам и аспирантам), 

чтобы пакет MathCAD стал для них «дружелюбным и незаме-

нимым» помощником в решении широкого круга научно-

инженерных задач. 



122 
 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 

1. Бахвалов Н. С. Численные методы / Н. С. Бахвалов, 

Н. П. Жидков, Г. М. Кобельков. – 6-е изд. – М. : БИНОМ. 

Лаборатория знаний, 2008. – 636 с. 

2. Бедарев И. А. Методы вычислений / И. А. Бедарев, 

Ю. В. Кратова, Н. Н. Федорова : учеб. пособие. – Новоси-

бирск : НГАСУ (Сибстрин), 2009. – 112 с. 

3. Бедарев И. А. Численные методы решения инженерных за-

дач в пакете MathCAD / И. А. Бедарев, О. Н. Белоусова, 

Н. Н. Федорова : учеб. пособие. Новосибирск : НГАСУ, 

2005. – 96 с. 

4. Вержбицкий В. М. Основы численных методов : учебник 

для вузов / В. М. Вержбицкий. – М. : Высшая школа, 2009. 

– 840 с. 

5. Воскобойников Ю. Е. Программирование и решение задач в 

пакете MathCAD : учеб. пособие / Ю. Е. Воскобойников. – 

Новосибирск : НГАСУ, 2002. 

6. Воскобойников Ю. Е. Основы работы в пакете MathCAD : 

учеб. пособие / Ю. Е. Воскобойников, А. Ф. Задорожный. – 

Новосибирск : НГАСУ (Сибстрин), 2007. 

7. Воскобойников Ю. Е. Построение регрессионных моделей в 

пакете MathCAD : учеб. пособие / Ю. Е. Воскобойников. – 

Новосибирск : НГАСУ (Сибстрин), 2009. 

8. Воскобойников Ю. Е. Регрессионный анализ данных в па-

кете MathCAD : учеб. пособие / Ю. Е. Воскобойников. – 

СПб. : Лань, 2010. 

9. Основы вычислений и программирования в пакете MathCAD : 

учеб. пособие / Ю. Е. Воскобойников [и др.] ; под ред. 

Ю. Е. Воскобойникова. – Новосибирск : НГАСУ (Сибст-

рин), 2012. 

10. Гребенюк Г. И. Сопротивление материалов основы теории и 

примеры решения задач : учеб. пособие / Г. И. Гребенюк, 

Ф. С. Валиев. – Новосибирск : НГАСУ (Сибстрин), 2006. 

11. Ивановский Р. И. Теория вероятностей и математическая 

статистика. Основы, прикладные аспекты с примерами и 



123 
 

задачами в среде MathCAD : учеб. пособие / Р. И. Иванов-

ский. – СПб. : БХВ-Петербург, 2008. – 528 с. 

12. Киселева Э. В. Математическое программирование : учеб. 

пособие / Э. В. Киселева, С. И. Соловьева. – Новосибирск : 

НГАСУ, 2005. – 104 с. 

13. Лыков А. В. Теория теплопроводности / А. В. Лыков. – 

М. : Государственное издательство технико-теоретической 

литературы, 1952. 

14. Очков В. Ф. MathCAD 14 для студентов инженеров и кон-

структоров / В. Ф. Очков. – СПб. : БХВ-Петербург, 2007. – 

368 с. 

15. Павленко Ю. Г. Лекции по теоретической механике / 

Ю. Г. Павленко. – М. : ФИЗМАТЛИТ, 2002. – 392 с. 

16. Поршнев С. В. Численные методы на базе MathCAD / 

С. В. Поршнев. – СПб. : БХВ-Петербург, 2005. – 464 с. 

 

http://booksshop.ru/author/?book=337236
http://booksshop.ru/book/?book=337236

